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Les glucosides-ß s’hydrolysent, comme on sait, à la tem- 
J pérature ambiante sous l’influence des catalyseurs 
biologiques connus sous le nom d’émulsines ou, avec une 

détermination plus générale, de ß-glucosidase. On sait 
encore que les glucosides s’hydrolysent aussi sous l’influ­
ence des ions hydrogène, mais seulement à des tempéra­
tures si élevées, que toute comparaison directe de l’hydro- 
lvse »enzymatique« et de l’hydrolyse »acide« à une même 
température est rendue impossible, le catalyseur biologique 
étant détruit à la température où l’action catalytique des 
ions hydrogène peut être observée.

Aussi ne trouve-t-on dans la littérature que peu de tra­
vaux qui s’occupent d’une telle comparaison. L’examen 
cinétique de l’hvdrolyse acide des glucosides reste, après 
tout, très incomplet, et les résultats obtenus ne donnent 
aucune idée générale du mécanisme du procès.

H. Kuhn (1) est, autant que nous savons, le premier qui se soit 
occupé de cette question d’après des idées modernes. Kuhn est 
d’avis qu’en mesurant la vitesse d’hydrolyse d’un glucoside on 
détermine la décomposition du complexe substrat-catalyseur, pour 
l'hydrolyse acide aussi bien que pour l’hydrolyse enzymatique, 
mais il n’a pas déterminé les constantes de dissociation des deux 
complexes, et par conséquent on ne sait si les concentrations des 
complexes sont identiques dans les deux cas, même si l’on se 
sert de solutions d’une même concentration en ce qui concerne 
le glucoside. Kuhn a examiné l’hydrolyse de l’hélicoside, du sali- 
coside, du p-phénylglucoside et du p-méthylglucoside, catalysée 
soit par l’acide chlorhydrique à 77° soit par l’émulsine à 30°, et 
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il n’a trouvé aucun parallélisme entre les deux séries de cons­
tantes. Il se borne à constater ce fait, en ajoutant seulement 
qu’il est incapable d’en donner une explication.

Josephson (2) rappelle des expériences sur l’hydrolyse acide 
ou enzymatique du saccharose qui ont montré qu’ici les cons­
tantes sont les mêmes pour les deux types différents de cataly­
seurs, mais lui non plus n’a trouvé un tel parallélisme en ce qui 
concerne les glucosides-ß; il ne s’est occupé cependant que super­
ficiellement de la question.

Moelwyn-Hughes (3) a examiné la question plus à fond. Il 
appelle l’attention sur le fait que l’énergie d’activation est plus 
grande pour l’hydrolyse catalysée par des ions hydrogène que 
pour l’hydrolyse enzymatique. Comme il faut examiner les deux 
types différents d’hydrolyse à des températures différentes, une 
comparaison des deux séries de constantes n’est possible que si 
les énergies d’activation sont connues ¡jour toutes les substances 
en question. Moelwyn-Hughes a lui-même déterminé l’énergie 
d’activation en ce qui concerne l’hydrolyse acide, en examinant 
la vitesse d’hydrolyse des solutions de glucosides-ß 0,1 m avec 
de l’acide chlorhydrique 1 ni à 80° et à 60°, et il a trouvé pour 
le ß-nmthylglucoside E = 33730 cal et, pour le salicoside et pour 
l’arbutoside, des valeurs un peu inférieures. Il est, comme Kuhn, 
d’avis que c’est la vitesse d’hydrolyse du complexe H -substrat 
ou enzyme-substrat qu’on détermine, et qu’on est, par conséquent, 
en droit de comparer les deux séries de constantes, pourvu 
qu’on tienne bien compte des différences des énergies d’activation.

Helferich et ses collaborateurs (4) ont étudié l’hydrolyse 
fermentative d’une série de glucosides avec des agluconcs aroma­
tiques, et ils ont trouvé qu’un point remarquable pour l’hydro­
lyse fermentative est qu’un phönol-glucoside-ß, dans lequel un 
atome d’hydrogène en position ortho vis-à-vis du groupement 
— OU a été remplacé par un groupement — CII3, est hydrolysé 
beaucoup plus vite que le glucoside non substitué. Cette différence 
ne se retrouve pas si l’hydrolyse est catalysée par des ions hydro­
gène, et Helferich en conclut qu’il y a une différence de méca­
nisme entre les deux types d’hydrolyse. Un des élèves de Hel­
ferich, M. Scheiber (5), exprime cette opinion dans les termes 
suivants:

»... Denn betrachtet man die Werte und Befunde der 
Ferment- und Säurehydrolyse vom kinetischen Standpunkt, 
so sind sich beide Wirkungen in ihrer sichtbaren Leistung 
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— der Spaltung — gleich. Aber unter dem Gesichtspunkt der 
Spezifitätslehre gesehen, muss man die Säurehydrolyse als 
ein unspezifisches absolutes Mass desjenigen Energiebetrages 
auffassen, der notwendig ist, um eine Trennung der Glyko­
sidbindung zu bewerkstelligen. Die Fermenthydrolyse würde 
demgegenüber — in Bestätigung der klassischen Anschau­
ungen der Ferment-Substratverbindung zugleich —als ein spe­
zifisches, subjektives Verhältnis zwischen Ferment und Sub­
strat erscheinen, mithin ein Vorgang sein, der durch äussere 
und innere Umstände beeinflussbar ist. Die Konsequenz 
einer solchen Annahme fordert die Differenz der gefundenen 
Spaltwerte der Fermenthydrolyse gegenüber den Säurezahlen 
nach oben wie nach unten, da sowohl eine bessere wie eine 
schlechtere Spaltbarkeit denkbar ist. Die Versuche bestätigen 
diese Forderung.«
Comme les expériences de Helferich et ses collaborateurs 

aussi bien que celles de Scheiber sont toutes faites à une seule 
température, et comme l’on n’a point essayé de déterminer les 
constantes de dissociation des complexes substrat-ß-glucosidase, 
le passage cité ci-dessus semble être dénué de sens concret, en 
ce qui concerne l’énergie d’activation aussi bien qu’en ce qui 
concerne la spécificité, qui se manifeste dans les valeurs, et des 
constantes de dissociation des complexes, et des constantes de la 
vitesse d’hydrolyse des complexes actifs. Pour en tirer quelque 
sens il faut dire qu’il prouve les difficultés qui se présentent 
lorsqu’on compare l’hydrolyse acide avec l’hydrolyse fermenta­
tive, car dans le premier cas le catalyseur, les ions hydrogène, 
se trouve dans une concentration très grande par rapport à la 
concentration du substrat, tandis que dans le second cas c’est le 
contraire, la concentration du substrat étant très grande par 
rapport à celle du catalyseur; c’est dire qu’il faut dans les deux 
cas déterminer avec un très grand soin l’énergie d’activation et 
si possible les constantes de dissociation des complexes cataly­
seur-substrat avant qu’une telle comparaison soit possible.

L’un de nous (6, 7, 8), examinant l’hydrolyse fermenta­
tive d’une série des glucosides-ß à aglucone alifatique, a 
indiqué les énergies d’activation et les constantes de disso­
ciation des complexes ß-glucosidase-substrat. Nous décrirons 
ci-dessous un examen de l’hydrolyse enzymatique de deux 
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amylglucosides-ß non examinés jusqu’à présent et des ex­
périences correspondantes pour toute une série de gluco- 
sidcs-ß où l’hydrolyse a été catalysée par des ions hydrogène. 
La comparaison entre les deux types d’hydrolyse est donc 
rendue possible pour ces glucosides, et nous en discuterons 
plus bas les résultats.

Partie expérimentale.
1. Substrats. Nous avons examiné les glucosides-ß des 

alcools suivants: méthyl-, propyl-, isopropyl-, diéthylcarbinol, 
triméthylcarbinol, diméthyl-éthylcarbinol (hydrate d’amylène) et 
butylcarbinol tertiaire (alcool pseudoamylique). La plupart de 
ces glucosides ont été décrits par Veibel et collaborateurs (9, 10). 
Nous n’avons pas trouvé mentionnés dans la littérature le dié- 
thylcarbinol-ß-d-glucoside et le pseudoamyl-ß-d-glucoside; aussi 
décrirons-nous ici leur préparation et leurs propriétés.

Diöthylcarbinol-ß-d-glucoside. 226 g d’acétobromoglu- 
cose furent surchargés avec 307 g de diéthylcarbinol. 125 g CO3Ag2 
furent ajoutés, et pour faciliter la dissolution de l’acétobromo- 
glucose on ajouta de plus 400—500 cm3 d’éther éthylique anhydre. 
Le mélange fut ensuite agité à la machine pendant 3 heures, 
jusqu’à ce qu’un échantillon eût montré qu’il ne restait trace 
de l’acétobromoglucose. Le mélange fut alors filtré à la trompe, 
les sels d’argent furent lavés avec de l’éther éthylique anhydre 
et les filtrats réunis furent évaporés sous pression réduite. Le 
tétracétate du glucoside cherché ne tarda pas à cristalliser dans 
le ballon aussitôt que la plus grande partie du solvant fut éloi­
gnée. Il fut recristallisé dans l’alcool éthylique dilué. A l’état de 
pureté le tétracétate montre F. 109°—110° et [aj2^ = —26.9° (alcool, 
c = 1.002, a20 = —0.540°, 1 = 2). Bendement 98 g = 43 °/0.

96 g du tétracétate furent dissous dans 500 cm3 d’alcool méthy- 
lique, 0.1 g de sodium fut ajouté et la solution fut bouillie à reflux 
au bain-marie pendant 2 heures (Zemplen et Pascu, (11)). Un 
échantillon étant alors parfaitement soluble dans de l’eau, la 
solution fut évaporée sous pression réduite, et le résidu fut 
recristallisé plusieurs fois dans l’acétate d’éthyle. A l’état de 
pureté le diöthylcarbinol-ß-d-glucoside montre F. 130°—131° et 
[ccjp = —38.0° (eau, c= 1.016, a20 = —0.770°, 1 = 2). Rendement 
46-5 g = 81 %.
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Pseudoamyl-ß-d-glucoside. L’alcool pseudoamylique a 
été préparé selon les indications de Veibel et ses collaborateurs 
(12). 180 g d’acétobromoglucose furent dissous dans un mélange 
de 257 g d’alcool pseudoamylique et de 500—600 cm3 d’éther 
éthylique anhydre. 86 g de COsAg2 furent ajoutés et le mélange 
fut agité à la machine pendant 4 heures et demie. Après filtra­
tion à la trompe le filtrat fut évaporé sous pression réduite, le 
résidu fut distillé avec des vapeurs d’eau, de sorte que l’alcool 
pseudoamylique fut enlevé aussi complètement que possible. Le 
tétracétate brut du glucoside cherché fut recristallisé dans 
de l’alcool dilué. A l’état de pureté on trouve F. 134°—135° et 
ccjp — —26.9° (alcool, c = 1.041, a20 = —0.560°, 1 = 2). Rendement 

76 g = 41.5 °/0.
Le tétracétate (70 g) fut privé des groupes d’acétyle par le 

procédé ordinaire. Recristallisé dans l’acétate d’éthyle jusqu’au 
point de fusion constant, le glucoside montre F. 136°—137° et 
[a]p = — 36.0° (eau, c = 1.500, a20 = —1.080°, 1 = 2). Rendement 
19.7 g = 47 °/o.

Méthodique. Dans les expériences décrites ci-dessous 
la concentration du glucoside a été 0.1 ni ou 0.2 m, la con­
centration de l’acide chlorhydrique a été 1.0 ni ou 0.5 ni. 
La température a été maintenue à l’aide d’un thermostat à 
huile, chauffé électriquement et réglé par un régulateur à 
mercure; la constance de la température a été ± 0.1°.

Pour une expérience on pèse 0.005 ou 0.010 mol du 
glucoside dans un matras calibré de 25 cm3. Le glucoside 
est dissous dans 20 cm3 d’eau et l’on place le matras dans 
le thermostat où se trouvent aussi un matras avec de l’eau, 
un matras avec de l’acide chlorhydrique 2.0 ni ou 1.0 ni 
et un tube de verre Pyrex, contenant environ 50 cm3. Après 
20 à 30 min. le matras calibré est rempli d’eau jusqu’à la 
marque. On agite bien le matras pour assurer l’homogénéité 
du contenu et on le replace dans le thermostat. 20 cm3 de 
la solution sont transvasés dans un tube d’essai de verre 
ordinaire, qui est placé ensuite dans le tube de verre Pyrex 
(voir fig. 1) et entouré de 20 cm3 d’acide chlorhydrique. On
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ferme le tube d’un bouchon de caoutchouc et ou le laisse 
dans le thermostat encore 20 à 30 minutes pour assurer 
l’égalité de température dans les deux solutions. Pour com­
mencer l’expérience le tube d’essai est percé avec un bâton 
de verre pointu et on mélange bien les deux solutions en 

se servant du tube troué comme agitateur. Le 
tube troué est ensuite enlevé, et à distances con­
venables on prend des échantillons de 5 cm3 du 
mélange, qui sont ajoutés à 2 cm3 d’une solution 
de carbonate de potasse, 20 °/0 en cas d’acide 
chlorhydrique 1 m, 10 °/0 en cas d’acide chlor­
hydrique 0.5 m. L’hydrolyse du glucoside est par 
cette mesure complètement suspendue. On laisse 
ensuite l’échantillon pendant 3 heures au moins, 
afin de laisser à la mutarotation le temps de 
s’effectuer, et on détermine la rotation de la 
solution à l’aide d’un polarimètrc à champ 
visuel divisé en trois, permettant la lecture 
exacte de 0.01 ’, de sorte qu’on puisse juger 
0.005°.

L’un de nous (13) a montré que la rotation 
Fig. 1. , .

spécifique des glucosides et du glucose dépend 
du pH de la solution, de sorte que plus grand est le pH de 
la solution, plus petit est [a]; des substances dextrogyres, 
plus grand est la valeur numérique du [a]D des substances 
lévogyres. C’est pourquoi nous avons examiné si, par le 
procédé suivi ici, il y a un déplacement de [oc]n, et nous 
avons trouvé qu’un tel déplacement n’a pas lieu, le pIT des 
échantillons ajoutés à la solution de CO3K2 étant 6.6—6.7, 
c’est-à-dire à peu près neutre, et la rotation spécifique du 
glucose et des glucosides ne commençant à changer qu’à 
partir de pH 8 environ.
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Tableau I.

Rotation des solutions des différents glucosides et du glucose,
0.1 m à des températures différentes, déterminée à 20°.

Substance
Méthylglucoside ...........................................

Température 
. 90° — 1.010°

» ........................... 80° — 0.990°
» 70° — 0.970°
» ............................................ 60° — 0.950°

Propylglucoside............................................. 90° - 1.320°
» ...................................................... 80° — 1.300°
» . ............................... 70° -1.280°
» ............................................................. 60° — 1.260°

Isopropylglucoside........................................ 90° — 1.400°
» .................................................... 80° — 1.370°
» ................................................. 70° — 1.340°
» .................................................... 60° — 1.320°

Diéthylcarbinolglucoside............................. 80° — 1.425°
» ...................... 70° — 1.400°
» ....................................... 60° -1.375°
» ....................................... 50° — 1.350°

Trimétliylcarbinolglucoside........................ 50° — 0.670°
» ................................ 40° — 0.665°
» ................................ 30° — 0.660°
» ................................ 20° — 0.660°

Diméthyl-éthylcarbinolglucoside................ 40° — 0 645°
» ................ 30° — 0.640°
» ................. . 20° — 0.640°
» ................. 0° — 0.640°

Pseudoamylglucoside.................................... 90° -1.375°
» ............... 80° — 1.350°
» ................. 70° — 1.325°
» ............................................... 60° — 1.305°

Glucose ............................................................ 90° + 1.410°
» ............................................................ 80° 4-1.390°
»  70° +1.375°

» ............................. 50° + 1.350°
» ................ 40° + 1 340°
» ......................... 30° + 1 335°
» ........................... 20 + 1 330°
» ............................. . 0° + 1.330°
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Pour tenir compte du fait que c’est à une température 
élevée que les solutions sont 0.1 m ou 0.2 m en regard du 
glucoside, tandis que c’est à la température ambiante qu’on 
détermine la rotation des échantillons, nous avons préparé, 
des différents glucosides et du glucose, des solutions aqueuses 
qui sont 0.1 m aux températures en question, et nous en avons 
déterminé les rotations en retirant des échantillons de 5 cm3 
à la température élevée et en les ajoutant à 2 cm3 d’eau. Les 
valeurs de la rotation des échantillons trouvés ainsi sont les 
valeurs initiales (les solutions des glucosides) ou la valeur 
finale (la solution de glucose) de la rotation dans les différen­
tes expériences; nous donnons ces valeurs dans le tableau I.

Dans les tableaux suivants les constantes de vitesse sont 
calculées du temps zéro jusqu’au temps t avec la minute
comme unité de temps et avec des logarithmes à base 10.

t ableau II.
n-Propvlg lucosidle 0.1 m. HCl 0.996 m. 80 O

oc. mit. = — 1 .300°. ocr = +1fin. .390°.
t 

min aobs X c — x k • 104 V k • V

0 — 1.300 — 2.690 —
15 — 1.130 0.170 2.520 18.9 0.0252 0.475
30 — 0.960 0.340 2.350 19.6 0.0447 0.874
60 — 0.640 0.660 2.030 20.4 0.0696 1.417

120 — 0.140 1.160 1.530 20.4 0.0793 1.619
180 + 0.240 1.540 1.150 20.5 0.0674 1.381
240 + 0.530 1.830 0.860 20.6 0.0505 1.042

^V = 20 2 20 1
Iv

0.3367 6.808

En ce qui concerne les valeurs moyennes des constantes, 
nous nous sommes servis d’une méthode, proposée par 
M. J. A. Christiansen (13a), d’après laquelle le poids qu’il 
faut attribuer aux déterminations particulières des cons­
tantes est calculé d’après l’équation

v = —const. (1—x')2log(l—x'), [1]
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r t X • •x' étant -,------- c’est-à-dire la fraction du substrat qui a
(c—x)0

été hydrolysée au temps t de la détermination en question. 
La valeur moyenne de la constante k est alors

k = [2]
¿V

Voici quelques exemples.

T a b 1 e a ti III.

t 
min

0
30

Isopropylglucoside 0.1 m. HCl 1.002 m. 70°.
a. mit

aobs
-1.340
- 1.210

. = +1-340°. afin = + 1.375°.
k • V

0.1372

X

0.130

c — X
2.715
2.585

k • 1 o1

7.10

V

0.0193
60 1.060 0.280 2.435 7.88 0.0380 0.2998

120 — 0.790 0.550 2.165 8.19 0.0625 0.5169
180 — 0.540 0.800 1.915 8.42 0.0754 0.6351
240 — 0.310 1.030 1.685 8.63 0.0798 0.6890
360 + 0.060 1.400 1.315 8.75 0.0739 0.6460
480 + 0.350 1.690 1.025 8.82 0.0603 0.5316

8.26 0.4092 3.4556

Tableau IV.
Triméthylcarbinolglucoside 0.1 m.

c — X

HCl
= +1

k • 104

0.5005 m.
.340°.

V

40°.

k • Vt 
min

a. .. mit.
aobs

= —0.665
X

0 - 0.665 — 2.005 — —
30 0.540 0.125 1.880 9.33 0.0246 0.2298
60 0.440 0.225 1.780 8.62 0.0407 0.3511
90 — 0.330 0.335 1.670 8.82 0.0551 0.4858

150 — 0.090 0.575 1.430 9.79 0.0747 0.7307
210 + 0.080 0.745 1.260 9.61 0.0797 0.7654
300 + 0.310 0.975 1.030 9.64 0.0763 0.7360
420 + 0.580 1.245 0.760 10.03 0.0605 0.6072

9.41 0.4116 3.9060
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Tableau VI.

Tableau V.
Diméthyléthylcarbiuolg lucoside 0.1 ni. HCl 0.996 m. 40°.

a. .. = —0.645°. a,. = mit. fin. + 1.340 O

t 
min aobs X c — X k • 104 V k • V

0 — 0.645 1.985 — — -—
5 — 0.410 0.235 1.750 119.6 0.0452 5.41

11 — 1.180 0.465 1.520 110.6 0.0694 7.68
15 — 0.040 0.605 1.380 109.6 0.0771 8.45
25 + 0.280 0.925 1.060 109.8 0.0771 8.46
50 + 0.760 1.405 0.580 109.9 0.0437 4.81
90 + 1.120 1.755 0.230 108.4 0.0110 1.19

2 k • V
Zv ~ 111.3

111.3 0.3235 36.00

6.13 0.3818 2.4696

Pseudoamylglucoside 0.1 m. HC1 1.005 id. 70°.

t 
min

ex. mit.
aol>s X

•325°. afin =
c — X

= +1.37
k • 104

5°.
V k • V

0 — 1.325 — 2.700 — — —
30 — 1.240 0.085 2.615 4.67 0.0131 0.0613
60 -1.140 0.185 2.515 5.13 0.0267 0.1373

120 — 0.900 0.425 2.275 6.20 0.0528 0.3275
ISO — 0.700 0.625 2.075 6.36 0.0675 0.4292
240 - 0.490 0.835 1.865 6.70 0.0767 0.5133
360 — 0.170 1.155 1.545 6.74 0.0795 0.5352
540 + 0.260 1.585 1.115 7.11 0.0655 0.4658

Hydrolyse fermentative du diméthyléthylcarbinol- 
ß-d-glucoside, du d i ét hyl carb i n o 1-ß-d-gl u co side el du 
pseudoamy 1-ß-d-gl u coside. L’hydrolyse fermentative de ces 
glucosides n’étant pas examinée du tout ou n’étant examinée que 
préliminairement, nous tenons à donner ici les données expéri­
mentales permettant la détermination des constantes de la vitesse 
d’hydrolyse kobs et des constantes d’affinité Km pour les trois 
glucosides, ainsi que la détermination des constantes d’affinité 
Knij pour les alcools contenus dans les deux derniers glucosides,
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Tableau VII.
Hydrolyse des glucosides-ß 0.1 m avec HCd 1.0 m. 

Glucoside Valeur de k • 104 à diverses températures.
0° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

Méthyl  0.91 3.93 14.63 53.5
Propyl. 1.20 5.27 20.30 69.0
Isopropyl  2.06 8.42 33.9 113.5
Diéthylcarbinol . . 0.74 3.08 13.37 48.1
Triméthylcarbinol. 0.85 4.97 26.0 116.3
Diméthyléthylcarb. 0.098 4.25 23.0 111.7
Pseudoamyl  1.74 6.44 25.9 89.5

Tableau VIII.
Hydrolyse des glucosides-ß 0.1 m avec HCl 0.5 m.

Glucoside Valeur de k • 104 à d
30° 40°

iverscs
50°

températures.
70° 80°

Méthyl 1.51 6.02
Propyl 1.86 7.77
Isopropyl 3.09 13.10
Diéthylcarbinol .................. 5.05 19.03
Triméthylcarbinol 9.48 42.8
Diméthyléthylcarbinol 8.13 39.6

Tableau IX.

Hydrolyse des glucosides-ß 0.1 m cl 0.2 m avec HCl 1.0 m.
Glucoside k • 104

0.1 m 0.2 m
Propyl, 80°  20.3 20.1
Isopropyl, 80°  33.9 32.8
Diméthyléthylcarbinol, 40°  111.7 105.7 

de sorte qu’on puisse calculer les valeurs correspondantes de 
k3, les constantes de la vitesse d’hydrolyse des complexes fer- 
ment-glucoside. Pour Km , la constante d’affinité du glucose, la 
valeur 0.18 déterminée antérieurement (8) a été introduite.

La technique employée a été celle indiquée par Veibel et 
Eriksen (7), c’est-à-dire qu’on a dissous le glucoside dans une 
solution tampon d’acétate, 0.1 m, à pH 4.4. A l’aide de cette solu-
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Tableau X.

30°. Glucoside 0.0400 ni. Émulsine 0.1324 g dans 50 cm3.

moyenne.. 2.54

Diméthyléthylcarbinol-glucoside. Hydrolyse fermentative.

sal. f. = 0.34. 1 cm3 de toluène ajouté :à 50 cm3.
oc. . mi , - —0.345°. oc.t. fui. = +0.020°. af. , . Emulsine 0.195°.

t 
ni i n aobs X C — X k • 10'

0 — 0.540 - - 0.945 —
180 — 0.445 0.095 0.850 2.56
360 — 0.360 0.180 0.765 2.54
540 — 0.285 0.255 0.690 2.49
720 — 0.215 0.325 0.620 2.58

kobs/e(sal. f.) = 0.56- 10“2.

Tableau XI.

Diméthyléthylcarbinol-glucoside. Détermination de K .
e = 0.1324 g dans 50 em3, sal. f. = 0.34.

1 cm3 de toluène ajouté à 50 cm3.

0.0400
0.0800
0.1200
0.1600
0.2400

l°4-kóbs
3.20
2.55
2.07
1.83
1.63
1.28

e (sal. f.)/k;bs

140.7
176.5
217.4
246.0
276.2
351.7

1()4'kóbs (Kin+c) 
= IO4 • k3 • e (sal. f.) 

0.51
0.46
0.46
0.48
0.4!)
0.4!)

moyenne... 0.48

Km = 0.14 (voir fig. 2). k3 = 0.11 • 10“ 2

tion et d'une solution aqueuse d’une préparation d’émulsine à 
force enzymatique (sal. f.) connue, les deux solutions étant pla­
cées dans un thermostat à 30°, on a fait des mélanges qui sont 
0.04 ni en regard du glucoside (ou pour la détermination de Kni 
une série de concentrations variées), et qui contiennent de plus 
une quantité connue du ferment. Pour la détermination de Kni 
on s’est servi d’une série de mélanges qui sont 0.04 ni en regard



L’hydrolyse acide et fermentative des glucosides-ß. 15

e(sal. f )/k¿bs

Fig. 2. Diméthyléthylcarbinol-glucoside. Détermination de Km.

Km = 0.020 (voir lig. 3).

Tableau XII.
dcarbinol-glucoside. Détermination d

e = 0.0069. sal. f. = 0.078.
c 10<-k;bs 102.e-sal.f./k;bs

0.01 22.45 24.2
0.02 19.44 27.7
0.03 15.04 35.8
0.04 12.96 41.5
0.06 8.80 61.2
0.10 6.17 87.2

du glucoside, mais qui contiennent en plus l'alcool en question 
dans des concentrations croissantes.

Pour tous ces mélanges les constantes de la vitesse d’hydrolyse 
sont déterminées en retirant des échantillons de 5 cm3 à distan­
ces convenables et en les ajoutant à 1 cm3 d’une solution de 
CO3K2 de 20 %», suspendant ainsi toute hydrolyse fermentative. 
Le pH des échantillons est ainsi porté de 4.4 à 10.6—10.7, et en 
déterminant la rotation des échantillons il faut considérer qu’à
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Tableau XIII.

K in.

Diéthylcarbinol-glucoside. Détermination de K . 
c = 0.0400. Km = 0.020. e = 0.0128. sal. f. = 0.078.

a02°-1 = 0.022.
0.060 • 14.8

moyenne... 14.8

kobs calcool Kobs/Kobsa)c
Calcool

24.33 0.00 — —
21.04 0.01 1.157 15.7
18.58 0.02 1.309 15.5
15.63 0.04 1.556 14.4
11.21 0.08 2.170 14.6

9.13 0.12 2.665 13.9

Tableau XIV.

Diéthylcarbinol-glucoside. Hydrolyse fermentative. 30°.
Glucoside 0.0400 m. Émulsine 0.0064 g dans 50 cm3.

sal. f. = 0.078.

102- k/e (sal. f.) = 220.

æ .. mit. = —0.640° ar fin = +0.620' ' Émulsine -0.010°.
Km = 0.020. Kmi = 0.18 • = 0.022

(KX m /Knb ■+■ Km/Km, “ 1) = 0.02.
t 

min aobs X C----X 104-kobs 104- k3 • e (sal.

0 — 0.650 — 1.260 — —
20 — 0.570 0.080 1.180 14.25 0.856
40 — 0.520 0.130 1.130 9.40 0.565
60 — 0.450 0.200 1.060 13.90 0.835
90 — 0.390 0.260 1.000 8.43 0.508

120 — 0.320 0.330 0.930 10.50 0.632
150 — 0.250 0.400 0.860 11.33 0.683
180 — 0.190 0.460 0.800 10.47 0.632
240 — 0.090 0.560 0.700 9.67 0.584
300 + 0.010 0.660 0.600 11.15 0.678

moyenne. . . 11.0 0.66

102 . ]i3 = 13.3.



L’hydrolyse acide et fermentative des glucosides-ß. 17

102 • e(sal. f-)/kôbs

Fig. 3. Diéthylcarbinol-glucoside. Détermination de Km.

Tableau XV.
Diéthylcarbinol-glucoside. Hydrolyse fermentative. 20°. 
Glucoside 0.0400 m. Émulsine 0.0128 g dans 50 cm3, 

sal. f. = 0.078.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 1.

a. .. mit. = —0.640 °- «fin + 0.620 ’ Émulsine = —0.020°.

Km = 0 .020. K.„, = 0.18 ■ K„„ = 0. 022.

(K. + Km' m, 1) = 0.02.
t 

min aobs X c — X !04 ’ kobs 104 • k3 • e (sal. f.)

0 — 0.660 — 1.260 — —
20 — 0.590 0.070 1.190 12.46 0.748
40 — 0.530 0.130 1.130 10.70 0.643
60 - 0.480 0.180 1.080 9.85 0.592
90 — 0.370 0.290 0.970 15.53 0.935

120 — 0.300 0.360 0.900 10.86 0.654
150 — 0.225 0.435 0.825 12.57 0.758
180 — 0.160 0.500 0.760 11.91 0.718
240 — 0.040 0.620 0.640 12.43 0.751
360 + 0.060 0.720 0.540 12.30 0.744

moyenne. 12.1 0.73
102’kobs/e (sal. f.) =- 121. 102 • k3 = 7.3. k3 /k« = 1.82.«30/ «20

2
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Tableau XVI.

Pseudoamyl-glucoside. Determination de I<m.
e = 0.0475. sal. f. = 0.23.

c 104 ' kobs c • sal. f-/kobs

0.02 7.94 13.8
0.04 5.20 21.0
0.08 3.80 28.8
0.12 2.84 38.5
0.16 2.28 47.9
0.24 1.76 62.1

Kin = 0.046 (voir fig. 4).

Tableau XVII.

Pseudoamyl-glucoside. Détermination de K .
c = 0.0400. Km = 0.046. c = 0.1171. sa 1. f. = 0.23.

calcool kobs/kobsalc
( kobs/kobsaIc) 1

Kobs
calcool

12.4 0.00 — —
11.6 0.01 1.069 6.9
11.1 0.02 1.117 5.9
10.0 0.04 1.240 6.0
9.3 0.08 1.333 4.2
8.5 0.12 1.459 38

moyenne 5.4
0.046 • 1= . = 0.099.III 2 .086 • 5.4

ce pH les rotations spécifiques, et des glucosides et du glucose, 
sont tournées de 3—4 % à gauche, et que la rotation d’une solu­
tion de glucose, qui est maintenue à ce pH, se modifie avec le 
temps, la modification étant, pour une solution 0.1 m, de 0.0033° 
par heure (Veibel et Eriksen (13)). Les constantes kobs sont cal­
culées de point en point (unité de temps: minute; logarithmes à 
base 10); en ce qui concerne les expériences destinées à la déter­
mination de Km, on calcule de plus les valeurs de k¿bs, les cons­
tantes de la vitesse d’hydrolyse calculées non pas de point en
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e(sal.f.)/k¿bs

Fig. 4. Pseudoamyl-glucoside. Détermination de Km.

T a b 1 e a u XVIII.

Pseudoamylglucoside. Hydrolyse fermentative. 30°.
Glucoside 0.0400 m. Émulsine 0.2415 g dans 50 cm3.

sal. f. = 0.23.

2*

«init -0-620°. afin. =
Km = 0.046. Kin

+ 0.620°. aÉmulsine =
= 0.18. K = 0.099

— 0.420°.

(Km 'Kmi + Km /K — 1' ms ) = —0.28.
t 

min aobs X c — X 104-kobs 104 • k3 • e (sal. f.)
0 — 1.040 — 1.240 — —

20 — 0.920 0.120 1.120 22.1 1.89
40 — 0.805 0.235 1.005 23.0 1.94
60 — 0.700 0.340 0.900 24.0 2.00
90 — 0.560 0.480 0.760 24.5 2.02

120 — 0.435 0.605 0.635 26.0 2.11
150 — 0.325 0.715 0.525 27.5 2.20
180 — 0.235 0.805 0.435 27.2 2.15
240 — 0.100 0.940 0.300 26.9 2.10
300 + 0.010 1.050 0.190 33.1 2.55

moyenne . . 25.2 2.11

102 ' kobs/e (sal. f.) = 4.54. 102. k3 = 0.39.



20 Nr. 1. Stig Veibel et Erling Frederiksen:

Tableau XIX.

Pseudoamyl-glucoside. Hydrolyse fermentative. 20°.
Glucoside 0.0400 m. Emulsine 0.4576 g dans 50 cm3.

sal. f. = 0.23.

nit. 0.620°. cc. fin. + 0.620°. oq. , .Emulsine — 0.84°.
K = 0.046. K — 0.18. K = 0.099. m nii m2

æ

( Km/Km + K 1\ — 1 m ma ) = — 0..28.
t 

min aobs X c — X 104-kobs 104• k3 • e

0 — 1.460 — 1.240 — —
20 -1.355 0.105 1.135 19.2 1.64
40 — 1.260 0.200 1.040 18.6 1.57
60 — 1.180 0.280 0.960 17.4 1.46
90 — 1.070 0.390 0.850 18.0 1.49

120 — 0.965 0.495 0.745 19.1 1.56
150 — 0.875 0.585 0.655 18.6 1.51
180 — 0.805 0.655 0.585 16.4 1.32
240 — 0.680 0.780 0.460 17.4 1.38
300 — 0.585 0.875 0.365 16.7 1.31

moyenne. . . 17.9 1.47
102- kobs/e (sal f .) = 1.70. IO2-k3 = 0.14. k^3o/k,^20 =

point, mais du temps zéro jusqu’au temps t. Des valeurs de kobs 
et k^bs on peut calculer Kin, Km> et k3 d’après les expressions 
suivantes (Veibel et Lillelund (8)):

k'obs (Km + C> = const- ou !/k¿bs-const. = Km + c [3]
K ni ' ^alcool

(Km + c) (k()bs/kobSa]c 1) h:

k3 = kobs (Km + c+(Km/Kmi+ Km/Km, —O x)/e (sal. f.), [5]

e étant la quantité du ferment qui se trouve dans 50 cm3 de la 
solution.

L’équation [3j peut être appliquée pour la détermination 
graphique de Kin. Des valeurs correspondantes de l/k'obs et c 
déterminent une ligne droite, dont le point de section avec l’axe 
d’abscisse est —Km. Par la détermination graphique les inexacti­
tudes des déterminations particulières de k¿bs sont partiellement 
égalisées.
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Tableau XX.

Hydrolyse fermentative des glucosides-ß. 0.0400 m.
30° et 20°.

Alcool
102 • kobs/e (sal- f-)

Km Km,
102 . k3

30° 20° 30° 20° '

Méthyl......................... 2.7 1.35 0.62 (oo) 1.89 0.94
Propyl ....................... 22.6 11.3 0.16 0.18 5.08 2.34
Isopropyl .................... 16.9 7.9 0.40 0.41 7.51 3.62
Diéthylcarbinol......... 226 121 0.020 0.022 13.5 7.3
Triméthylcarbinoi . . . . 0.03 — 1.46 0.37 (0.05) —
Diméthyléthylcarbinol 0.56 — 0.14 — (o.ii) —
Pseudoamyl ................ 4.54 1.70 0.046 0.099 0.39 0.14

Nous n’avons pas déterminé la valeur de K m.’ la cons-
tante d’affinité de l’hydrate d’amylène; pour la détermina­
tion de k3 en cas de glucoside de l’hydrate d’amylène il 
faut donc se servir de l’équation [3]: k3 = k¿bs(Km + c)’ 
qui donne une valeur approximative de k3. En appliquant 
les valeurs de k^bs indiquées dans le tableau XI, on obtient, 
tout de même, une approximation assez bonne, car dans 
ces expériences c’est seulement la phase initiale de l’hydro­
lyse qu’on a suivie; l’action inhibitive des produits d’hydro­
lyse n’est par conséquent que faible. Dans le tableau XI 
nous avons réuni les valeurs calculées pour k3 • e (sal. f.) 
pour toutes les concentrations du glucoside examinées, ainsi 
que la valeur moyenne de k3.

11 faut se souvenir que dans toutes les expériences avec 
le glucoside de l’hydrate d’amylène on a ajouté aux solu­
tions du toluène afin d’empêcher le développement des 
microorganismos. Les valeurs de k^b et de k3 ne sont donc 
plus directement comparables avec les valeurs correspon­
dantes trouvées pour d’autres glucosides sans application 
de toluène, car l’addition du toluène tend à augmenter la 
force enzymatique apparente du ferment (Veibel (14)).
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Discussion.

Une comparaison des tableaux VII—IX d’une part et 
du tableau XX de l’autre va montrer qu’il y a une différence 
essentielle entre l’hydrolyse catalysée par des ions hydro­
gène et celle catalysée par le ferment ß-glucosidase. En ce 
(pii concerne l’hydrolyse acide les constantes de vitesse 
sont du même ordre de grandeur pour les glucosides des 
alcools primaires et secondaires, tandis que les constantes 
de vitesse des glucosides des alcools tertiaires sont supé­
rieures aux autres de plusieurs ordres de grandeur. D’autre 
part, en ce qui concerne l’hydrolyse fermentative, bien que 
les constantes de vitesse soient du même ordre de grandeur 
pour les glucosides des alcools primaires et secondaires, 
celles des glucosides des alcools tertiaires sont inférieures aux 
autres de un ou de deux ordres de grandeur. Il ne s’agit 
pas seulement d’un empêchement stérique, car le diméthyl- 
éthyl-carbinol-glucoside est liydrolysé plus vite que le 
triméthyl-carbinol-glucoside, et notamment aussi bien quand 
l’hydrolyse est catalysée par des ions hydrogène que quand 
elle est catalysée par le ß-glucosidase.

Une comparaison des tableaux VII et VIII montre qu’en 
cas d’hydrolyse acide il y a une dépendance de la concen­
tration des ions hydrogène ou peut-être de l’activité de ces 
ions. L’activité des ions hydrogène dans des solutions 
d’acide chlorhydrique 1.0 m ou 0.5 m à 80° et à 70e 
n’étant pas connue, nous nous sommes servis des activités 
correspondantes à 25°, qui sont, d’après Duboux (15), 1.57 
et 0.57. Le rapport entre ces deux activités est 2.75, tandis 
que Leininger et Kilpatrick (16) ont calculé, pour le rap­
port entre les valeurs de kH O+ pour 1.0 m HCl et 0.5 m 
HCl, la valeur 1.317 (kH o+ étant k()bs/cH o+)> ce Qui donne 
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kobs i.0m/kobs 0.5m = 2-63- Expérimentalement (hydrolyse du 
saccharose) ils ont trouvé 2.79. Ces chiffres sont valables 
à 0°. Le rapport calculé diminue avec une température 
croissante; à 40° on calcule 1.232 ou pour k . /k , „ , 
la valeur 2.46.

L’explication donnée par Leininger et Kilpatrick étant 
considérée comme correcte, il faut en conclure que, à con­
dition que l’hydrolyse acide des glucosides, comme celle du 
saccharose, soit catalysée par des ions hydrogène, on trou­
vera dans une solution 0.5 m en ce qui concerne HCl et en 
même temps 0.5 m en ce qui concerne KC1 à peu près le 
même effet causé par la présence des électrolytes que celui 
qu’on trouve dans une solution 1.0 m en ce qui con­
cerne HCl.

Des expériences préliminaires sur l’hydrolyse acide 
du glucoside de l’hydrate d’amylène oui montré que le 
rapport kobs05m HC1 + 05m Kci/kobs o.5m hci cs^ 1-31, tandis que 
kobsi.0HCi/kobs0.5HCi est 2-70’ c’est-à-dire que l’effet causé 
par la présence des électrolytes peut être exprimé dans le 
dernier cas par le facteur 1.35.

Le tableau IX montre que la vitesse d’hydrolyse est 
directement proportionnelle à la concentration du glucoside, 
les constantes de vitesse étant les mêmes pour des solutions 
0.1 m et 0.2 m à l’égard du glucoside.

Dans le tableau XXI nous donnons les valeurs des cons­
tantes, recalculées avec des logarithmes naturelles et avec 
la seconde comme unité de temps. Dans le tableau sont 
indiqués en plus le rapport entre les constantes trouvées 
avec de l’acide chlorhydrique 1.0 m et 0.5 m ainsi que la 
valeur de ce rapport calculé d’après une extrapolation des 
données de Leininger et Kilpatrick (16) mentionnées plus 
haut. L’extrapolation est faite graphiquement, voir fig. 5.
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On voit que, bien que les valeurs trouvées par nous poul­
ies glucosides ne soient pas coïncidentes avec les valeurs 
calculées pour le saccharose par Leininger et Kilpatrick, 
on trouve ici la même variation du rapport avec la tem-

, kHs0+10
lo8 IL-----

pérature que celle qu’on a calculée et trouvée pour l’hydro­
lyse du saccharose.

Dans le tableau XXII nous indiquons les valeurs de 
l’énergie d’activation trouvées pour l’hydrolyse des glucosides 
à des températures différentes, calculées d’après l’équation

T • T k
Q = R • 1—' I11 i On voit que l’exactitude des ex-

11 — 1 2 Kt,
périences ne su flit pas pour la constatation d’une variation 
éventuelle de l’énergie d’activation avec la température. 
Quant à l’influence de la concentration de l’acide chlor­
hydrique il semble, par contre, que l’exactitude soit suffisante 
pour démontrer une diminution de l’énergie d’activation 
avec une concentration croissante de l’acide, même effet que 
Leininger et Kilpatrick ont trouvé pour l'hydrolyse du 
saccharose.
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Tableau XXI.

Hydrolyse acide des glucosides-ß à diverses températures.
Valeurs de 10° • k (logarithmes naturelles, unité de temps: 

seconde).
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Cl

OO 0.038
20°........... 0.33 1.63
30°........... 1.91 8.82 3.12
40°........... 9.97 3.64 42.9 15.2
50°........... 0.28 44.6 16.4
60°........... 0.35 0.46 0.79 1.18 0.67
70°........... 1.51 0.58 2.02 0.71 3.23 1.19 5.13 1.94 2.47
80°........... 5.61 2.31 7.79 2.98 13.0 5.03 18.3 7.30 9.92
90°........... 20.5 26.5 43.6 34.3

ki.o/ko.5
30°........... 2.82
40°........... 2.74 2.82
50°........... 2.72
70°........... 2.60 2.83 2.73 2.65
80°........... 2.43 2.61 2.59 2.53

Valeurs calculées d’après l’extrapolation des données de 
Leininger et Kilpatrick (voir lig. 5).

t  30° 40° 50° 70° 80°

ki.o/ko.5 2.49 2.46 2.43 2.38 2.36
Saccharose
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1. Hydrolyse avec 1.0 m HCl.

20°/ 0° .........
30720° . . .
10730°.........
40°/ 0° .........
50°/40°.........
50720° . . .
60750°.........
70760°......... 33190 33570 31950

30470
33310

31150
31160

30150
30810

29950
29770
29780
29870

29690
80770°......... 31620 32440 33500 30790 33430
80°/50°......... 31520
90°/80°......... 33010 31740 30720 31610
90760°......... 32610 32430 32090 31540

2. Hydrolyse avec 0.5 m HCl.

40730°.........
50740°.........
80770°......... 33260 34390

..

34740 31910
30250

29830

Dans le tableau XXIII nous avons indiqué quelques 
données concernant l’hydrolyse fermentative des glucosides 
dont l’hydrolyse acide a été examinée dans ce mémoire. 
Ces données ont été tirées d’un mémoire de Veibel et 
Lillelund (8) ou indiquées plus haut dans le présent 
mémoire.

Les valeurs moyennes de l’énergie d’activation de l’hydro­
lyse acide des glucosides des alcools primaires, secondaires
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Tableau XXIII.

linergie d’activation. Hydrolyse fermentative.

Glucoside
102 ^obs 102'' kg

Q
30° 20° 30° 20°

Méthyl........................... 2.7 1.35 1.89 0.94 12200
Propyl..................... 22.(5 11.3 5.08 2.34 13500

Isopropyl.............. 16.9 7.9 7.51 3.62 13100
Diéthylcarbinol........... 220 121 13.3 7.3 10600

Triniéthylcarbinol . . . . 0.03 — 0.05 — —
Diméthyléthylcarbinol 0.56 — 0.11 — —
Triéthylcarbinol*) .... 2.0 0.73 0.16 0.05 19960

Pseudoamyl.............. 4.54 1.70 0.39 0.14 18060
*) Veibel et Lii.lei.uni> (17).

et tertiaires sont respectivement 32520 cal, 31810 cal et 
30310 cal. Q est donc à peu près le même pour les deux 
premières catégories de glucosides et un peu inférieur pour 
la troisième catégorie. Le pseudoamylglucoside se range et 
par la valeur de la constante de sa vitesse d’hydrolyse et 
par celle de son énergie d'activation parmi les glucosides 
des alcools primaires, si l'on ne considère que les valeurs 
trouvées par l’hydrolyse acide.

En regardant les valeurs correspondantes pour l’hydro­
lyse fermentative (tableau XXIII), on trouvera, première­
ment, que l'effet du catalyseur biochimique est, comme 
d’habitude, de diminuer l’énergie d’activation nécessaire 
pour réaliser l’hydrolyse, et, deuxièmement, qu’ici aussi les 
valeurs de Q pour les glucosides des alcools primaires et 
secondaires sont à peu près égales. Quant à l’énergie d’acti­
vation de l’hydrolyse fermentative des glucosides des alcools 
tertiaires, il faut dire que les deux glucosides en question 
sont hydrolvsés si lentement à 30e qu’une détermination 
des constantes de la vitesse d’hydrolyse à 20° serait très 
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inexacte, de sorte que le calcul de Q, basé sur de telles 
expériences, n’aurait pas grande valeur. Nous avons déter­
miné antérieurement (Veibel el Lillelund (17)) la cons­
tante de la vitesse d’hydrolyse du triéthylcarbinol-p-d- 
glucoside à 30° et à 20°. Ce glucoside est hydrolysé con­
sidérablement plus vile que les deux glucosides d’alcools 
tertiaires mentionnés dans le présent mémoire, et les déter­
minations des constantes sont donc du même ordre d’ex­
actitude (pie celle (pii est valable pour les autres glucosides. 
Ces expériences ont donné pour Q la valeur 19960 cal, 
valeur considérablement supérieure aux valeurs trouvées 
pour les glucosides des alcools primaires et secondaires. On 
trouve donc ici une différence essentielle entre l’hydrolyse 
acide et l’hydrolyse fermentative.

Le glucoside de l’alcool pseudoamylique se range par 
la valeur de k b parmi les glucosides des alcools primaires, 
mais par la valeur de k3 et surtout par la valeur de Q, il 
se rapproche des glucosides des alcools tertiaires.

Cela attire de nouveau l’attention sur les relations stériques, 
qui peuvent être telles que l’ion hydrogène n’est pas empêché 
d’exercer son action hydrolysante, tandis que le molécule du 
catalyseur biochimique, qui est beaucoup plus grand que l’ion 
hydrogène, en est empêché par les alcyls tertiaires. On peut 
espérer d’être renseigné sur ces relations en calculant la constante 
B de l’équation (I’Arrhenius: ln k = ttS + B, B étant une expres­

sion du nombre des collisions effectives, de sorte que plus grande 
est la valeur de B, plus grand est le nombre des collisions qui 
ont fait naître une réaction. Il faut admettre que la détermina­
tion de B d’après les expériences décrites plus haut ne devient 
que très peu exacte, car l’intervalle de température accessible à 
l’expérience n’est forcément qu’une fraction minimale de l’inter­
valle nécessaire pour une détermination exacte de B, embras­
sant des valeurs de la température allant de 300° environ jusque 
vers oo (degrés absolus). L’inclinaison de la ligne déterminant B 
n’est donc connue qu’avec très peu d’exactitude.
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Un calcul de B pour l’hydrolyse enzymatique n’est pas pos­
sible, car on ne connaît pas la concentration moléculaire du 
ferment. Il faut s’imaginer, néanmoins, que l’ordre des constantes 
B sera indépendant du facteur tenant compte du poids molécu­
laire du ferment, de sorte que les constantes B calculées d’après 
les valeurs de k3 indiquées plus haut (tableau XXIII) en ce qui 
concerne la dépendance de la catégorie de l’alcool présent dans 
le glucoside, peuvent être comparées avec les constantes B pour 
l’hydrolyse acide.

Dans le tableau XXIV nous indiquons les valeurs de k, de Q 
et de B, et pour l’hydrolyse acide, et pour l’hydrolyse enzyma­
tique, les valeurs de Benzymatique n’ayant, toutefois, aucune signi­
fication réelle, mais seulement comparative en ce qui concerne 
la variation de B avec la catégorie d’alcool.

Pour les calculs nous nous sommes servis, en ce qui con­
cerne l’hydrolyse acide, de la valeur de Q déterminée à l’aide 
des expériences où la différence de température est la plus grande, 
soit 30°. La constance de B pour chaque glucoside prouve de 
nouveau que les expériences décrites dans le présent mémoire 
ne suffisent pas pour constater une variation éventuelle de Q 
avec la température.

En ce qui concerne l’hydrolyse enzymatique, la différence de 
température n’est que de 10°, et pour les glucosides des deux 
alcools tertiaires dont l’hydrolyse acide a été étudiée, nous n’avons 
examiné l’hydrolyse enzymatique qu’à une seule température. 
Pour le calcul de B dans ces cas nous nous sommes servis de la 
valeur Q — 19960 cal trouvée pour le triéthylcarbinol-p-d-gluco- 
side; la détermination de cette valeur a été mentionnée plus 
haut (p. 28).

On verra au tableau XXIV que les valeurs trouvées pour la 
constante B ne donnent aucun appui à la théorie d’un empêche­
ment stérique, causant la différence entre les glucosides des al­
cools tertiaires et ceux des autres alcools. En ce qui concerne 
l’hydrolyse acide, les valeurs des constantes B sont à peu près 
les mêmes pour les deux premières catégories de glucosides et 
supérieures pour ceux des alcools tertiaires, qui sont hydrolysés 
beaucoup plus vile que les autres. En ce qui concerne l’hydro­
lyse fermentative, les valeurs de B pour les glucosides des alcools 
tertiaires sont de beaucoup supérieures aux valeurs de B pour 
les autres glucosides, qui sont néanmoins hydrolysés beaucoup
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Valeurs de k, Q et B.

Tableau XXIV.

Glucoside 1.0 m HCl 0.5 m HCl Enzymatique

t k-105 Q B k-10E Q B t k3-103 Q B
60° 0.35 32610 15.96 — — — — — —

Méthyl 70° 1.51 32610 15.96 0.58 33260 15.97 30° 0.725 12200 5.7
80° 5.61 32610 15.96 2.31 33260 15.97 — — —
90° 20.5 32610 15.96 — — — — —

16.0 16.0 5.7
60° 0.46 32430 15.96 — — — — — — —

Propyl 70° 2.02 32430 15.98 0.71 34390 16.79 30° 1.95 13500 7.0
80° 7.79 32430 15.98 2.98 34390 16.78 — — — —

1 90° 26.5 32430 15.96 — — — — — —
16.0 16.8 7.0

60° 0.79 32090 15.97 — — — — — — —
Isopropyl

OO 3.23 32090 15.97 1.19 34740 17.23 30° 2.88 13100 6.9
80° 13.0 32090 15.98 5.03 34740 17.22 — — —
90° 43.6 32090 15.97 — — — — —

16.2 17.2 6.9
( 50° 0.28 31520 15.80 — — - - — -—

Diéthyl- 60° 1.18 31520 15.77 — — - - 30° 5.10 10600 5.3
carbinol 70° 5.13 31520 15.79 1.94 31910 15.63 — — —

80° 18.3 31520 15.77 7.30 31910 15.63 — — —
15.8 15.6 5.3

Í 20° 0.33 30810 17.51 — — — — — —
Triméthyl- 30° 1.91 30810 17.52 — — —- 30° 0.02 19960 9.7
carbinol 40° 9.97 30810 17.52 3.64 30250 16.70 — — —

50° 47.6 30810 17.51 16.4 30250 16.70 — — — —
17.5 16.7 9.7

Diméthyl- 
éthvl-

0° 0 04 29870 17.50 _ _ _ _ _
20° 1.63 29870 17.50 — — — — —

carbinol 30° 8.82 29870 17.50 3.12 29830 17.02 30° 0.042 19960 10.0
40° 42.9 29870 17.50 15.2 29830 17.03 — —

17.5 17.0 10.0
Triéthyl- 
carbinol — — — - — 30° 0.061 19960 10.2

60° 0.67 31540 15.54 — — — — — —
Pseudoamyl < 70° 2.47 31540 15.50 — — — 30° 0.15 18060 9.2

80° 9.92 31540 15.54 — — — — — — —
90° 34.3 31540 15.54 — — — — — — —

15.5 9.2
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plus vite que les glucosides avec les grandes valeurs de B. Le 
pseudoamylglucoside se range aussi par sa valeur de B parmi 
les glucosides des alcools tertiaires en ce qui concerne l’hydro­
lyse fermentative, tandis que, en ce qui concerne l’hydrolyse acide, 
il est plus rapproché des glucosides des alcools primaires et se­
condaires.

Les valeurs de la constante B n’autorisent donc pas 
l’extension de la théorie du rapport entre le volume molé­
culaire du substituant et la vitesse d’hydrolyse enzymatique, 
proposée par Helferich, Grünler et Gnüchtel (18) pour 
des substituants introduits dans le molécule de glucose d’un 
glucoside, aux substituants introduits dans l’aglucone, car 
celte théorie demande que plus grand est le volume molé­
culaire, plus petite est la vitesse d’hydrolyse.

En ce qui concerne le mécanisme de l’hydrolyse des 
glucosides il semble utile de se rappeler que les glucosides 
sont des acétals mixtes. L’idée de comparer l’hydrolyse des 
acétals et l’hydrolyse des glucosides semble donc bien 
naturelle.

Skrabal et scs collaborateurs (19) ont examiné l’hydro­
lyse acide de quelques formais. Ils ont trouvé les constantes 
de la vitesse d’hydrolyse suivantes:

Substance 102 • k (25°)

Diméthylformal........................... 9.18
Diéthylformal............................... 78
Dipropylformal............................. 86
Diisopropylformal............................ 433
Di-méthyléthylcarhinolformal . 595

B rønsted et Grove (20) ont trouvé pour le diméthyl- 
acétal kH¡)O+ = 3.92 (20°), et Riesch et Kilpatrick (21) 
indiquent pour le diéthylacétal kH¡)0+ = 2.43 (25°). Riesch 
et Kilpatrick ont de plus déterminé l’énergie d’activa­
tion. Ils ont trouvé k^/k^ = 3.395, d’où ils calculent 



32 Nr. 1. Stig Veibel et Erling Frederiksen:

Q = 22323 cal. Plus tard Leininger et Kilpatrick (22) ont 
trouvé k35/k25 = 3.996 ou Q — 25290 cal.

On voit donc que les constantes de la vitesse d’hydrolyse 
pour les acélals des alcools primaires sont relativement 
petites, celles des alcools secondaires beaucoup plus grandes. 
Les acétals des alcools tertiaires ne semblent pas avoir été 
examinés.

Nous avons trouvé que les constantes de la vitesse 
d’hydrolyse sont du même ordre de grandeur pour les 
glucosides des alcools primaires et secondaires, celles des 
alcools secondaires étant peut-être un peu plus grandes que 
celles des alcools primaires. Si l’on se souvient que dans 
les glucosides l’acétalisation de l’un des deux groupements 
— OH a toujours eu lieu avec un alcool secondaire (l’atome 
de carbone no. 5 dans le glucoside), de sorte que la diffé­
rence entre les catégories d’acétal, en ce qui concerne les 
glucosides, est restreinte à l’autre groupement —Oil, qui 
peut être remplacé par un groupement —OB, où B est 
l’alcyle d’un alcool primaire, secondaire ou tertiaire, il 
semble naturel que la différence entre les vitesses d’hydrolyse 
des deux premières catégories de glucosides ne soit pas 
aussi grande que celle entre les acétals simples des alcools 
primaires et secondaires, tandis qu’une différence con­
sidérable se manifeste, quand un alcyle tertiaire est introduit 
dans le molécule du glucose. 11 faut tout de même recon­
naître que les valeurs indiquées par Skrabal sont déter­
minées à 25°, tandis que les valeurs trouvées par nous, en 
ce qui concerne les glucosides des alcools primaires et 
secondaires, sont déterminées à une température plus élevée 
(60°—90°). Il y a donc une différence considérable entre 
les valeurs des constantes d’hydrolyse des acétals simples 
et celles des glucosides.
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Tout en admettant que l’hydrolyse des glucosides puisse 
être comparée à l’hydrolyse des acétals, on n’est que très 
peu renseigné sur le mécanisme de l’hydrolyse. Heisig (23) 
a montré qu’un glucoside, soumis à l’alcoolyse catalysée 
par des ions hydrogène, échange son aglucone contre l’alcyle 
de l’alcool servant comme dissolvant, en subissant en même 
temps une transposition Walden, de sorte que le a-phényl- 
glucoside, alcoolysé dans l’alcool méthylique contenant de 
l’acide chlorhydrique, donne naissance au p-méthylgluco- 
side. Si le même mécanisme est suivi pendant l’hydrolyse, 
le produit primaire de l’hydrolyse d’un ß-glucoside sera du 
a-glucose, qui à son tour subira la mutarotation, et le chan­
gement de rotation pendant la mutarotation sera à gauche.

Quelques expériences préliminaires nous ont donné une 
vérification des résultats de Heisig. Toutefois, l’alcoolyse 
n’est pas complète; même dans des solutions diluées du 
glucoside un équilibre s’établira, prouvant qu’il y a dans 
une solution alcoolique d’un glucoside, contenant de l’acide 
chlorhydrique, un échange mutuel d’alcylc entre le glucoside 
et l’alcool, de sorte que dans l’équilibre on trouvera, à côté 
de l’alcool servant comme dissolvant, l’alcool correspondant 
à l’aglucone du glucoside dissous et les deux glucosides. 
L’échange des alcyles est, dans les deux directions, accom­
pagné d’une transposition Walden.

Dans une solution aqueuse, où l’alcyle de l’alcool a été 
remplacé par un atome d'hydrogène, un tel mécanisme 
peut amener l’hydrolyse complète, ou presque, du glucoside, 
même si l’équilibre entre glucoside et glucose primairement 
libéré ne correspond qu’à une hydrolyse partielle du gluco­
side, car le glucose subira à son tour la mutarotation, 
forçant ainsi l’hydrolyse progressive du glucoside. Cela 
reste valable, indépendamment d’une transposition Walden

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 1. 3
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accompagnant ou non l’hydrolyse, et l’hydrolyse acide peut 
donc être regardée comme un échange mutuel entre le 
glucoside et l’eau du groupement —OR et du groupement 
— OH, suivi de la mutarotation du glucose a ou ß formé 
par l’échange.

Des expériences préliminaires semblent indiquer que 
l’hydrolyse, par opposition à l’alcoolyse, ne soit pas accom­
pagnée d’une transposition Walden, car un échantillon d’une 
solution acide d’un glucoside-ß, partiellement hydrolysée, 
semble mutaroter vers la droite, indiquant que c’est du 
glucose-ß qui se trouve dans la solution.

Un mécanisme semblable a été proposé pour l’hydrolyse 
fermentative des glucosides par Lettré (24), qui est d’avis 
que le groupement prostéthique du ferment consiste en un 
molécule d’un hydrate de carbone, renfermant un groupe­
ment aldéhydique hydratisé, —CH(OH)„, rendant ainsi pos­
sible l’échange mutuel des groupements —OR et —OH 
entre glucoside et ferment. Le ferment alcvlé peut à son 
tour réagir avec de l’eau sous régénération du ferment. La 
théorie de Lettré ne peut pas être correcte dans la for­
mulation proposée par lui (comp. Veibel el Lillelund (17)), 
mais les expériences de Helferich et collaborateurs (24, 25) 
portent à croire que le ferment contient vraiment un ou 
plusieurs hydrates de carbone; des expériences ultérieures 
montreront le bien-fondé du principe de la théorie de 
Lettré. Il faut se souvenir aussi des expériences de Neu­
berg (27), qui ont montré que le diéthyl-acétal peut être 
hydrolvsé sous l’influence de l’émulsinc.
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Résumé.

Ou a examiné l’hydrolyse acide de quelques glucosides-ß 
des alcools primaires, secondaires et tertiaires. Les cons­
tantes de la vitesse d’hydrolyse ainsi que les énergies 
d’activation Q et les constantes B dans l’équation d’Att- 

rhenius: Ink = —7^ + B sont indiquées dans les tableaux 

VII—IX, XXI—XXII et XXIV. L’hydrolyse fermentative des 
glucosides, dont l’hydrolyse acide a été examinée dans ce 
mémoire, a été examinée antérieurement par Veibel et 
collaborateurs sauf pour trois glucosides, dont l'hydrolyse 
fermentative est décrite dans ce mémoire. Les constantes 
trouvées pour tous les glucosides sont indiquées dans les 
tableaux XX, XXIII et XXIV. Il faut se rendre compte que 
les constantes B pour l’hydrolyse fermentative n’ont pas de 
signification physique concrète, la concentration moléculaire 
du ferment n’étant pas connue.

On a trouvé que les constantes de la vitesse d’hydrolyse, 
l’énergie d’activation et les constantes B, en ce qui concerne 
l’hydrolyse acide, sont assez rapprochées les unes des autres 
pour les glucosides des alcools primaires et secondaires, 
tandis que pour les glucosides des alcools tertiaires les cons­
tantes de la vitesse d’hydrolyse sont supérieures aux autres 
par 2 ou 3 ordres de grandeur, en même temps que Q est 
un peu inférieur et B un peu supérieur pour ces derniers 
glucosides que pour les autres.

En ce qui concerne l’hydrolyse fermentative, les cons­
tantes de la vitesse d’hydrolyse, les énergies d’activation et 
les constantes B sont également assez rapprochées les unes 
des autres pour les glucosides des alcools primaires et secon­
daires (mais différentes des constantes de l’hydrolyse acide). 
Pour les glucosides des alcools tertiaires, par contre, les 

3*
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constantes de la vitesse d’hydrolyse sont inférieures aux 
constantes des autres glucosides de un ou de deux ordres de 
grandeur. L’énergie d’activation et les constantes B sont 
sensiblement plus grandes pour les derniers glucosides que 
pour les autres.

Le pseudoamylglucoside se range en ce qui concerne 
l’hydrolyse acide parmi les glucosides des alcools primaires, 
et en ce qui concerne l’hydrolyse fermentative plutôt parmi 
les glucosides des alcools tertiaires.

On a discuté un mécanisme possible de l’hydrolyse des 
glucosides, profitant des expériences publiées par Heisig au 
sujet de l’alcoolyse des glucosides.

(Laboratoire de Chimie de ¡’Université, Copenhague).
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Introduction.

rr^he ingenious construction by Lawrence of an electro-
1 magnetic resonance-accelerator for high-speed ions, the 

so-called cyclotron, has, as well known, been of great import­
ance for the recent development in nuclear physics. By 
means of the cyclotron one can in fact obtain intense beams 
of ions with energies considerably greater than has hitherto 
been possible with high tension installations, where the 
ions are accelerated in one step. Even though the cyclo­
tron cannot yet produce ion-beams with energies as well 
defined as those obtainable from high tension apparatus, 
il thus constitutes a most important auxilary for the exten­
sion of the field of nuclear researches. When a few years 
ago by grants to Professor Bohr from the Carlsberg Found­
ation and the Rockefeller Foundation it became possible to 
acquire the means for enlarging the scope of such researches 
in this Institute, it was therefore planned besides a one 
million volt high tension installation1 to build a cyclo­
tron of a size enabling us to work with deuteron beams 
having energies up to ten million volts.

The realisation of this plan was above all made possible 
by a gift from the Thrige Foundation of a suitable magnet

1 T. Bjerge, K. J. Brostrøm, J. Koch and T. Lauritsen, A high ten­
sion apparatus for nuclear research. D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, 
Math.-fys. Medd. XV111. 1. (1940).

1
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with an iron core of 35 tons, the successful construction 
of which we owe to director V. Meyer of the Ths. B. Thrige 
factories, Odense, Denmark. For our work it has further 
been of greatest importance that Professor Lawrence himself 
has taken a most kind interest in our plans and has not 
only provided us with detailed drawings of his own con­
structions, but also was helpful in securing the invaluable 
assistance of one of his own collaborators, Dr. L. .1. Las- 
lett, who stayed here one and a half year as stipendiary 
of the Rockefeller Foundation and the Rask-Ørsted Found­
ation.

The first beam from the cyclotron was obtained already 
in 1938 but, to begin with, the intensity was small and 
energies of only a few million volts could be reached. After 
various improvements of the apparatus the intensity of the 
beam was gradually increased and the cyclotron has in the 
course of the last years been in extensive use as a source 
of radioactive isotopes for the physico-biological investi­
gations carried out in this Institute by Professor G. Hevesy 
and his collaborators. In the meantime greater energies were 
also obtained and in the summer of 1940 deuteron beams of 
ten million volts were successfully applied to the fission of 
uranium and thorium.1 Although various further improve­
ments of the cyclotron are under preparation, the apparatus 
has now been so long in function that it may be of interest 
to give an account of the experience gained with the pre­
sent construction which in certain details dillers from the 
construction of other cyclotrons described hitherto.

J. C. Jacobsen and N. (). Lassen, Phys. Rev. 58, 867 (1940).
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Cyclotron Principles.
The principles underlying the construction of the cyclo­

tron have been described by Lawrence and his co-workers1, 
but for the sake of completeness the general formulae may 
be repeated here.

A charged particle with mass m and charge e is supposed 
to move with velocity p in a magnetic field II perpendicular 
to the lines of force. The radius r of the circular path is 
determined by

mp2 n= e • p • II.r

The time required for a complete revolution is

(1)

and is, thus, independent of the velocity of the particle as 
long as in remains constant.

To accelerate the ions, two radio frequency electrodes 
are used, each semicircular in shape and hollow; they are 
mounted in a vacuum chamber between the poles of a mag­
net so that the lines of force are perpendicular to the plane 
of the electrodes.

Between the electrodes (in the following referred to as 
the dees) a high frequency voltage difference is maintained.

Ions moving in the interior of the dees are accelerated 
in passing the diametral gap between the dees; if the period 
of oscillation of the high frequency source is equal to the 
lime of revolution given by (1) the ions will remain in the

1 E. O. Lawrence and Edlefson, Science 72, 376 (1930); E. O. 
Lawrence and M. S. Livingston, Phys. Rev. 40, 19 (1932); E. O. Law­
rence and M. S. Livingston, Phys. Rev. 45, 608 (1934); E. O. Lawrence 
and Cooksey, Phys. Rev. 50, 1131 (1936).



6 Nr. 2. J. C. Jacobsen:

same phase relative to the high frequency potential difference 
between the dees and, as a consequence of successive 
accelerations, will move in a series of ever widening semi­
circular paths. The number of accelerations may be very 
large, so that the energy finally obtained may be many 
times greater than the potential différence between the dees.

If Ä is the wavelength of the high frequency source, the 
condition for resonances is

For deuterons and a field of about 15 000 Ørsteds, this 
gives for À a value of about 25 metres.

The energy finally attained by the ions depends upon 
the diameter of the dees. If r is the radius of the last semi­
circle, the velocity of the ions is

i, = e ■ r- H
m

and the energy

v = e •/•2-/r2-io_H. (3)
2 m

Here, T is expressed in electron volts, and II in e. m. m
units. To obtain a high energy, both r and H must be made 
large. In practice, however, magnetic fields larger than about 
20 000 Ørsteds are very expensive to maintain; a further 
restriction on the magnetic field is imposed by the circum­
stance that it has been found necessary to have a possibility 
for applying local corrections to the field, and these corrections 
can only be made if the steel of the pole pieces is not too 
near saturation. The result is that fields higher than about
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17 000 Ørsteds can hardly he used. With this value of H, 
the value of r necessary to produce deuterons with 10 MeV 
energy is r — 37 cm. As a consequence of the restrictions 
imposed on the magnetic field, the only way of increasing 
the energy seems to he an increase of the radius of the dees.

Inherent in the resonance principle is a feature which 
gives a high intensity of the ion beam, viz. that the resonance 
condition is independent of the momentary value of the 
potential difference between the dees. Disregarding for the 
moment the focussing conditions which will be considered 
later, this means essentially that the whole of the half-cycle 
of the high frequency is utilized.

Targets to be irradiated may be inserted in the diametral 
gap between the dees. For non-volatile substances, this method 
yields good service in so far as the whole of the circulating 
ion beam is utilized but for substances which are likely 
to spoil the vacuum in the cyclotron it is necessary to remove 
the high energy ions from the space inside the dees into a 
separate bombarding chamber. For this purpose, an auxiliary 
electrode which is maintained at a constant negative potential 
is placed at a suitable distance from the cylindrical wall 
of one of the dees. The electrostatic force between the 
deflecting electrode and the wall of the dee will increase 
the radius of curvature of the beam and in this way make 
it possible to bring the beam outside the dee. Experience 
has shown that an increase of 15°/o in the radius of cur­
vature is suitable; the electric field F, which is necessary, 
is calculated from

r 1111,2 ni- 2eV e • F = 0.15 • — = O.lo • , or/• r

V
F = 0.30 •
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For V = 10 MeV and r — 38 cm, this gives F = 80 000 
volts per cm.

The distance between successive paths ofan ion depends 
on the voltage difference between the dees. If AV is the 
gain in energy per revolution, the distance A/1 between 
successive paths is given by

AV = 10-8- e -W2-/Ar;
m

for A V = 70 000 volts, corresponding to a voltage difference 
of 35 000 volts between the dees, H = 17 000 Ørsteds and 
r — 38 cm, giving for deuterons Ar = 0.12 cm. The thick­
ness of the cylindrical wall of the dee facing the deflecting 
electrode must be small compared to Ar in order to reduce 
as far as possible the loss of ions due to collisions with 
the wall.

The ions to be accelerated are produced near the centre 
of the cyclotron. In its simplest form, the ion source involves 
a beam of electrons projected vertically between the dees 
through hydrogen or deuterium gas at a low pressure. 
Although more efficient methods for the production of ions 
have been developed, this simple form of ion source has 
been used throughout in the present work. The number of 
ions produced depends on the gas pressure and the number 
and velocity of the electrons. The extension of the space 
between the dees inside which the ions are actually produced 
is determined partly by the final length of the filament used 
as a source of electrons and partly by the cycloidal motion 
carried out by the electrons under the combined action of 
the magnetic field and the electric field between the dees. 
In practice, the extension of the ion source is of the order 
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of a few centimetres; this feature is undesirable, because 
ions starting at different places will reach the deflecting field 
with different energies. Since, furthermore, the paths of 
different ions reaching the deflecting field are not parallel 
in space, a considerable loss of ions takes place during the 
passage through the deflecting field due to collisions with 
the deflecting electrode and the dee wall; in practice, the 
ion beam leaving the deflecting field amounts to roughly 
10% of the beam inside the dees.

The complicated conditions arising when regard is taken 
to a possible asymmetry in the magnetic field are referred 
Io later in connection with the measurements of the energy 
spread of the beam leaving the deflecting field.

In the simple resonance condition the magnetic field is 
supposed to be homogeneous. In practice, however, a 
magnetic field is used which is somewhat stronger al the 
centre than at the periphery, the difference in the field between 
the centre and the exit slit being of the order of 1 %. This 
inhomogeneity involves the existence of a radial component 
of the field which, in turn, gives rise to a restoring force on 
the ions, the force being directed from both sides towards 
lhe plane of symmetry. If z is the distance from the plane 
of symmetry, and Hr is the radial component of the field, 
then

ÔH, 5// 5/7 g//
‘ = r or H = z • : - z • .

5 r oz r or or

The restoring force is, thus, proportional to the distance 
from the plane of symmetry and the ions, consequently, 
carry out oscillations on both sides of the plane of 
symmetry.
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The electric field between the dees also gives rise to a 
focussing effect; the equipotential surfaces between the dees 
are located in such a way that the ions are subject to a 
force directed against the median plane before the passage of 
the gap and directed away from the median plane after 
the passage of the gap. Since the ions are accelerated, the 
latter force acts during a shorter lime than the former and 
the result is a focussing effect. This sort of focussing is 
mainly effective near the centre of the cyclotron where the 
energy of the ions is small. For high energy ions, a differ­
ent sort of electric focussing is effective, depending on the 
change in the voltage difference between the dees during the 
passage of the ions through the gap. A simple consideration 
will show that a focussing effect takes place if the voltage 
difference between the dees is decreasing while the ions pass 
through the gap. As a whole, the magnetic focussing is 
more important than the electric focussing, because the 
electric focussing is a differential effect whereas the magnetic 
forces act over the whole path of the ions. The focussing 
effects are extremely important in securing a high intensity 
of the ion beam. As a consequence of the focussing effects, 
a considerable fraction of the ions generated al the centre 
of the cyclotron is able to reach the edge of the dee without 
colliding with the lop or bottom plates.

The desirability of employing a slightly inhomogeneous 
field involves that the actual lield shows small deviations 
from the value //res which fulfills the resonance condition 
(2). If it is assumed, as seems generally to be the case, 
that the actual field is stronger than H.es at the centre and 
weaker at the edge, the ions will gain in phase relative to 
the high frequency field between the dees during the first 
part of their path and lag behind in phase during the later 
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part1. A phase lag is further introduced by the relativistic 
change in mass which becomes effective for ions with high 
energy.

The existence of a phase lag sets an upper limit to the 
energy which can be obtained because, if the number of 
accelerations is increased beyond a given limit, the ions 
will be retarded and consequently lost.

The electric and magnetic focussing effects have been 
treated in detail by Rose2 and by Wilson3. For the phase 
lag just mentioned, Rose has shown that it is inversely 
proportional to the voltage difference between the dees. In 
principle, there is thus no definite upper limit to the energy 
obtainable, the limitation being caused by the amount of 
power, only, which is available for the oscillator.

The Magnet.
The magnet and the oscillator are placed in a room 

below ground level which is situated between the high 
tension hall and the main building of the Institute. The 
magnet is placed on a socket so that the gap is 1.5 m 
above the floor; this placement was originally done in 
order to have the gap nearly midway between the floor 
and the ceiling, so that in experiments with neutrons the 
scattering from floor and ceiling would be a minimum. 
In how far this precaution is justified remains to be seen;

1 Here, it is assumed that the frequency of the oscillator is constant. 
For use in radio transmitters, methods have been developed for modul­
ating the frequency of the oscillator and it might well be feasible to 
modulate the frequency of the oscillator in such a way that ions travelling 
through an inhomogeneous magnetic field would remain in exact reson­
ance over their whole path.

2 M. E. Hose, Phys. Bev. 53, 392 (1938).
3 B. H. Wilson, Phys. Bev. 53, 408 (1938). 
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up till now, all experiments with neutrons have been car­
ried out with the target placed inside the tank wall. The
oscillator is placed at a distance of 3 in from the magnet;

Fig. 1.

the anode voltage supply (a three-phase transformer with
a six-phase rectifier) is placed on a shelf above the 
oscillator.

An adjacent room, which has been partitioned off 
from the high tension hall, contains the control desk 
with the main switchboard for the cyclotron.
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The diameter of the pole faces is 90 cm, giving an 
area of 63.7 dm2. From the face, the pole pieces are 
cylindrical for a height of 1 cm and, from this point, are 
tapered at an angle of 45° with the axis up to a diameter 
of 116 cm. From this height, the ¡tole pieces are more 
nearly cylindrical, the diameter at the base of the pole 
piece is 119 cm, giving an area of 110 dm2. The yoke

Fig- 2.

-
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has a rectangular cross section with area 55 dm2. The 
strongly tapered shape of the pole piece makes it possible 
to obtain high fields in the gap without undue saturation 
at the base of the pole piece. The highest field obtainable 
is about 20 000 Ørsted. To make possible the application 
of local corrections to the field (“shimming”), slits of 
6 mm height are provided in the pole pieces at a distance 
of 4 cm from the faces.

The coils are fiat “pancake” coils with 300 turns each, 
placed in oillight tanks in transformer oil. The oil is circul­
ated and cooled by water in a heal exchanger. The rate of 
exchange of heat between the oil and the water is such 
that, with 70 kW input into the coils, corresponding to a 
field of 20 000 Ørsted, the temperature becomes stationary 
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at about 60° C. The total weight of the magnet is 37 tons, 
including 3 tons of copper for the coils.

The power supply is a 250 volts d. c. generator driven 
by a 380 a. c. motor. The field of the d. c. generator is 
excited from a small d. c. generator. Manually controlled

resistors serve for regulating the d. c. voltage. To reduce 
the effect of fluctuations in the supply from the a.c. mains, 
a device is used which is very similar to that published 
by Perry1. This device will only compensate for fluctuat­
ions in the voltage across the coils of the magnet, so that 
the change in the current due to the gradual warming up 
of the coils must be compensated for by manual regulation.

The symmetry of the field about the median plane was 
tested by a small steel needle with a mirror fixed to it 
in the manner described by Wilson2. Small deviations

1 T. Perry, Phys. Rev. 53, 943 (1938).
2 R. R. Wii.son, 1. c.
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were found, but it was estimated that symmetry could be 
established by shimming, a consequence which was veri­
fied when a beam had been obtained.

The radial gradient of the field was determined by a test 
coil (connected to a ballistic galvanometer) which could

Fig. 4. Abscissa: distance from centre in cm. Ordinate: percentage 
deviation from field at centre.

be moved in steps along a diameter. The deflections were 
calibrated by a known mutual inductance.

In Fig. 3 is shown the variation of the field with 
the magnet current; Fig. 4 and Fig. 5 show at a some­
what different scale the field as a function of the distance 
from the centre. As ordinate, in Figs. 3 and 4, is plotted 

Hc — Hr
100 • , when H is the field at the centre and H the

Hc
field at a distance r from the centre. When the tank is 
evacuated, the steel plates forming the top and the bottom 
of the tank are bent inwards; the displacement amounts 
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to 0.18 mm for each plate. When the magnet is excited, 
the plates are partly straightened out. Curve I in Fig. 4 
shows the held with the tank evacuated and with air 
in the shimming gap, curve II was obtained with the 
shimming gap evacuated.

The results of Fig. 3 and Fig. 4 were obtained with a

Fig. 5. Abscissa: distance from centre in cm. Ordinate: percentage 
deviation from field at centre.

Hc—Hr
field of 17 000 Ørsted. 1 he quantity varies little

x c
with H., so that almost the same curves represent the 
gradient at a held of 9 000 Ørsted.

To reduce the high frequency losses, the pole faces are 
plated with electrolytically deposited copper in a thickness 
of about 0.1 mm. After more than a year’s use, most of 
the copper plating is apparently removed by sputtering 
from a region above and below the gap between the dees. 
Fuder these circumstances, the high frequency losses in 
the top and bottom plates amount to less than 10 per cent 
of the total energy expended in the tank circuit, as can be 
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shown by observing the rise in temperature of the plates 
when the cyclotron is running. So far, it has not been 
possible to decide whether the copper plating is actually 
of any use in reducing the losses in the tank circuit as a 
whole.

The Oscillator.
The oscillator tubes are of the Sloan type and are 

continuously exhausted. The filament is a single hairpin 
loop of 1 mm tungsten wire with a total length of 47 cm, 
the anode cylinder is a 21/s" copper tube. The grid is 
wound from 1 mm copper wire with a spacing of 5 mm. 
Up to the present, only a single hairpin loop has been 
used as a filament in each oscillator, but it is planned to 
increase the number of filaments. With an input of 25 kW 
into the oscillators, the anode losses amount to about 45 
per cent of the input.

The voltage supply for the anode is a three-phase 
transformer connected to a six-phase rectifier with mercury 
rectifying valves. The a. c. mains are fed into the primary 
of the transformer through an intermediate transformer with 
variable ratio, the variation is carried out by remote control 
from the control desk. The rectifier supplies up to 5 amps 
at 10 000 volts, but with the single hairpin used at present 
as a filament in the oscillator, only about 2.5 amps can 
be utilized with good efficiency. In case of sparks passing 
over in the high tension circuit, the current through the 
rectifier is limited partly by wire wound resistors in the 
secondary of the high tension transformer and partly by 
an overload switch in the primary.

The coupling between the tank circuit and the oscil­
lators is shown on Fig. 6. The tank circuit consists of two

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math-fys. Medd. XIX, 2. 2
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copper tubes with 8 cm diameter and a spacing of 30 cm, 
made from sheet copper. A movable shorting bar allows 
tuning al different wavelengths. The cooling water leaving 
the dees is used to cool the copper tubes. The anode and 
grid circuits are both made from copper tubes with 2 cm 
diameter. Mycalex condensers with a capacity of about 
1500 cm serve to keep the anode voltage off the tank circuit.

Fig. 6. 1 tank circuit, 2 anode circuit, 3 grid circuit, 4 and 5 shorting bars, 
6 grid leak, 7 coupling condensers, 8 flange on dee insulator, 9 edge 

of magnet coil.

The voltage supply for the anodes is connected through 
choke coils. The grid leak of about 1500 ohms is made 
from a glass tube with flowing water and carbon electrodes.

The anode line is connected to the tank circuit at 
such a distance from the shorting bar that the proper 
excitation of the anodes is obtained. The voltage node of 
tlie tank circuit is not at the middle of the shorting bar, 
so that the connections from the tank circuit must be 
displaced somewhat along the tank line in order to obtain 
the same excitation of the anodes.

Disregarding for a moment the grid circuit, the arrange­
ment contains two circuits, an anode circuit and a tank
circuit, which are 
quence of the tight

coupled tightly together. As a conse- 
g, the system has two modes of

oscillations with different frequencies and different ampli- 
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tudes. By moving the shorting bar of the grid circuit it 
is possible to select an oscillation which gives a large 
amplitude in the tank circuit. Under given circumstances, 
lor instance if a spark is drawn from the tank circuit, the 
system may “jump” into the other mode of oscillation, 
which gives a much smaller amplitude in the tank circuit 
and also a different wavelength. The “jumping” between 
two different modes of oscillation disturbs very little in 
the actual work with the cyclotron; in this connection it 
may be mentioned that, as a consequence of the existence 
of two resonance frequencies, the oscillations of the tank 
circuit cannot be represented exactly by a simple sin-wave.

While the plant was still under development, it was 
tried to have the tank circuit and the anode circuit as 
resonant circuits tuned to the same frequency and coupled 
through an untuned transmission line. Il was soon found, 
however, that to obtain sufficient energy transfer to the 
tank circuit the coupling had to be made so tight that the 
resonance frequency of the anode and tank circuits would 
split into two frequencies with the same possibility of 
“jumping” as for the system described above. It was then 
preferred to use the present system which, apart from the 
grid circuit, does not contain any circuits which have to 
be tuned together.

The Tank.
The two steel plates of 4 cm thickness, which form 

the top and bottom of the tank, are bolted to the main 
pole piece by 16 bolts uniformly distributed near the edge. 
As a consequence, the seal between the cylindrical wall of 
the tank and the top and bottom plate must be made with

2! 



20 Nr. 2. J. C. Jacobsen:

the tank placed between the magnet poles. The removable 
part of the tank is a brass ring with the same outside 
diameter as the cylindrical part of the pole pieces; the 
height of the ring is 88 mm, the wall thickness is 15 mm.
The ring is of cast brass; several leaks due to pores in 
the casting were found and finally tightened by painting 
the whole ring with glyptal. The ring and the adjacent 

Fig. 7.

sulated Ilex) is pressed and

parts of the pole pieces are 
shown in section in Fig. 7.

The ring is kept in posi­
tion by four brass pieces (not 
shown in the figure) which 
are bolted both to the ring 
and the pole pieces. The upper 
and lower end of the ring are 
slightly conical against the 
outside; into the slit thus 
formed between the brass ring 
and the pole piece a rubber 
string (ordinary rubber in- 

the joint is painted with 
glyptal. The joint is easily made and has never given rise 
to trouble. An obvious advantage of this method of assem­
bling the tank is, that the magnetic field remains unchanged 
when the tank is withdrawn from the gap, so that the 
properties of the field as regards homogeneity and symmetry 
can be examined before the tank is brought into position. 
Further, if a suitable arrangement of shims has once been 
found, the shims can be left in the shimming gap, when 
a removal of the tank for repair becomes necessary. Only 
a prolonged experience and a comparison with the results of 
other workers can show whether this method of assem­
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bling the tank is ultimately to be preferred; here it can only 
be stated that no difficulty has been encountered in making 
the seal between the ring and the top and bottom plates 
in the way described here.

Fig. 8. 1 brass tubes, 2 brass plate, 3 dee supports, 4 pump line, 5 
deflecting electrode, 6 vacuum lock, 7 irradiation pot, 8 window, 9 

filament support.

The tank with the dees and the deflecting system is 
shown in Fig. 8. The dee insulators, which should be placed 
to the left of the tank in Fig. 8, are shown in detail in 
Fig. 10.

The studs for the dee supports, the pumping line, 
windows etc. are either brazed or tin-soldered in the ring. 
As a support for the dee insulators, two brass tubes (1) 
of 6 cm diameter are brazed to the tank wall, the brass 
tubes support a brass plate (2), into which bolts are screwed
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which serve for the adjustment of the dees. The brass tubes 
extend 2 cm beyond the brass plate, the ends of the tubes 
being used as a seat for the flange carrying the insulator.

The pumping system is a 5-incli oil pump backed by 
a 2-inch oil pump and a mechanical pump. The pump line 
is a copper tube with 13 cm diameter and a length of 
90 cm. Between the pump line and the pump a large valve 
is placed which allows of separating the pumps from the 
tank. The pumping speed of the pumping system itself is 
about 100 litres of air per second, but the pump line does 
not allow a speed of more than 50 litres per second. Al 
the joint between the pump line and the brass ring, the 
diameter of the pump line cannot exceed 7.5 cm, and this 
measure sets a limit to the pumping speed. The pressure 
is read on a McLeod gauge or an ionization gauge. For 
locating leaks, a hot wire gauge made from a small carbon 
filament lamp is generally used.

The arrangement used for deflecting the ions out from 
the space inside the dees follows the device worked out 
at Berkeley. The deflecting field increases the radius of 
the path of the ion beam by 15 per cent; for deuterium 
ions with 10 MeV. energy, a held of 80 000 volts per cm 
is thus necessary. Much trouble has been caused by sparks 
between the rod carrying the deflecting electrode and the 
pole piece, the sparks passing over in the direction of the 
magnetic field. It has never been possible to apply a potent­
ial of more than 50 000 volts to the deflecting electrode.

The beam enters the deflecting field at 38 cm distance 
from the centre. The outside of the tank wall being al a 
distance of 45 cm from the centre, the shift in the path 
of the beam caused by the deflecting field is insufficient 
to bring the beam outside the tank wall. To irradiate 
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samples in vacuum, a vacuum lock is used which is shown 
in detail in Fig. 9. For irradiation in air, an irradiation 
pot is used which has an aluminium window with 3 cm 
stopping power.

The ion source is of the usual design, where electrons 
from a tungsten filament ionize the gas at the centre of 
the cyclotron. The filament is a straight tungsten wire of 
O.G mm diameter and 4 cm length. The current for heating

0 5 10 cm

I-'ig. 9. 1 brass lid, 2 ground joint, 3 target holder, 4 rubber gaskett, 
5 external lid, 6 tank wall, 7 approximate cross section of beam.

the filament is supplied hy an oscillator employing two 
Philips 7A/7OO valves in push-pull operating at a wave­
length of 300 metres. The filament forms part of a 
resonant circuit which by a transmission line is coupled 
to the oscillator. The emission drawn from the filament 
is usually about 200 milliamps. To accelerate the eletrons, 
the filament is kept at a negative potential relative to 
ground, which can be varied continually up to 1000 volts.

The vacuum lock (Fig. 9) which is used for irradiating 
samples in vacuum consists of a rectangular brass box 
with dimensions 7.5 • 9.5 • 17 cm; the box is connected to 
the tank wall by a brass lube with 0 cm diameter. The 
separation between the box and the tank is a brass lid (1) 
which is moved by a ground joint (2); the lid is tightened
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by a rubber gaskett seated against the end of the brass lube, 
which projects somewhat inside the box. The sample (3) 
is carried by a water-cooled brass lube which slides through 
a rubber gaskett (4), so that the sample can be moved in 
and out and rotated. As a lubricant for the gaskett (4), 
castor oil is used. The gaskett (4) is carried by an external 
lid (5) tightened by a rubber gaskett. Suppose now that 
the lid (1) is closed and the box filled with air. To intro­
duce a sample, the lid (5) is placed in position, and the 
inner end of the sample holder is pressed against the lid 
(1). The box is now evacuated by an auxiliary pump. 
When this is done, the brass tube with the target holder 
is pulled outwards, so that the lid (1) can be opened and 
the target is finally slid into position. Targets with an 
area of 5 • 5 cm can be introduced through this lock.

In certain experiments, it is of importance to irradiate 
different samples with beams carrying exactly the same cur­
rent. Experiments have been carried out with uranium, where 
four different samples were placed on the target holder 
and irradiated with deuteron beams carrying the same 
current, but with different energies, by rotating the target 
holder continuously during the irradiation. The energy of 
the deuterons was varied by absorbing foils placed in front 
of the separate targets.

The Dees.
The dees have an outside radius of 41 cm. The lop 

and bottom plates are spun copper plates of 1 mm thick­
ness; along the outside the copper plates are fastened by 
screws to a brass ring of height 25 mm and thickness 
3 mm; along the diameter a cooling pipe of 6 mm copper 
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tubing forms the mechanical support. The internal height 
at the centre is 45 mm, the height decreases nearly regul­
arly from the centre to the 
alions of the movements 
of the ions in the cyclo­
tron carried out by Wil­
son1, it would probably 
have been of advantage 
to keep the maximum 
height out to a distance 
of some 20 cm from the 
centre. The support for 
the dee is a 30 mm rod 
of solid copper. Four 
groves are cut in the 
copper rod into which 
the cooling pipes for the 
dee are soldered.

The insulator sup­
porting the dee is shown 
in Fig. 10. The insulator 
is of fused quartz (“Roto- 
sil”); its length is 30 cm, 
the diameter of the end 
flanges is 14 cm. Brass Fig. io.

outside. In view of the determin-

flanges are cemented at the ends of the insulator by ordin­
ary red sealing wax. The brass flange (1) carrying the 
inner end of the insulator rests with a conical seat on a 
brass tube (2) projecting from the tank wall and is kept 
in position by four bolts (3) which are fixed to a brass 
plate (4). Tightness between the brass flange (1) and the

1 R. R. Wilson, Phys. Rev. 53, 408 (1938). 



26 Nr. 2. .1. C. Jacobsen:

brass plate (4) is afforded by a bellow. By means of the 
bolls, the dee can be moved up and down and sidewards 
within certain limits.

To the dec rod (5) is soldered a brass sleeve (6) which 
by the nut (7) is screwed together with the flange (8);

Fig. 11. The ring with the dees and insulators removed from the gap. 
File ring rests on four wheels, of which three are seen in the figure. The 
filament has been removed from its holder (lower part of the figure), 

tightness between (6) and (8) is afforded by an internal 
rubber gaskett (9). The flange (8) is fixed to the flange
(10) by three bolts in such a way that some movement 
of the dee rod relative to the flange is possible. A groove
(11) is cut in the inner side of (8) so that a gas stream 
can be floated round the gaskett to control its tightness. 
A copper tube (12) which has its rounded end about 1 cm 
from the end of (6) is fixed to the flange (1) in order to 
shield the insulator from electric fields.
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As a whole, the present construction of the dee support 
is hardly satisfactory. The use of four bolts for the adjust­
ment of the dee is unsatisfactory since, to obtain a move­
ment of the dee, all four bolts have to be moved. The 
sealing wax used for the connection between the insulator 
and the flanges is quite satisfactory as regards mechanical 
stability, but the cooling of the flange must of course be 
effective. The main reason for cementing the brass flanges 
to the insulator by sealing wax is that, in this way, the 
outside dimensions of the flange can be kept small; this 
is highly desirable in view of the small distance between 
the magnet coils. The present clearance of 5 cm between 
the flange and the magnet coil is sufficient to allow about 
25 kW. input into the oscillator at a wavelength of 23 m 
without sparking.

Working Experiences.
Most of the observations described in this section were

made with deuterons of energy from 8 to 9.5 MeV.; for
a short time, protons of 5 MeV. energy 
were used. Without presenting any 
essential new features, the observations 
may be of sufficient interest to justify 
a short description. With 8 MeV deu­
terons a beam of 2 pA could be obtained 
through the deflecting field, for higher 
energies the beam decreased rapidly; 
with 9.5 MeV deuterons 0.1 pA could 
be obtained. The homogeneity of the beam was examined 
by means of the range curves of Livingston and Bethe1.

1 M. S. Livingston and H. A. Bethe, Bev. .Mod. Plivs. 9, 226 (1937).
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The result for a deuteron beam with 9.5 MeV maximum 
energy is shown in Fig. 12. The full curve shows the directly 
measured absorption of the deuterons, the dotted curve is a 
differential curve, showing the relative number of deuterons 
with a given energy.

The height of the beam after leaving the deflecting field is 
about 3mm ; at an early stage of the work, when the cyclotron 

was running with deuterons of 
about 5 MeV. energy, a fewr mea­
surements wrere made of the 
height of the beam inside the 
dees. A copper wire with 3 mm 
diameter was placed vertically 
between the dees; after a short 
run, the distribution of activity 
along the wire was determined 
by measuring the activity through 
a lead slit which was placed in 
front of a counter. The results 
are show'll in Fig. 13 for three 

different distances between the wire and the centre of 
the cyclotron. The results demonstrate that for the region 
investigated nearly the whole activity on the wire is found 
within 5 mm distance from the median plane. The curves 
in Fig. 13 give very nearly a true representation of the 
amplitudes of the ions about the median plane, because 
the ions will spend most of the lime at the maximum 
distance from the median plane.

From Fig. 5 it appears that a considerable change in 
the magnetic field can be produced by evacuating the 
shimming gap. Curves I and II of Fig. 5 represent roughly 
the limits between which the gradient of the field has been 

5C

Pig. 13. Abscissa : distance from 
median plane. Ordinate: activ­
ity in arbitrary units. Curve I, 
distance from centre 20 cm. 
Curve II, distance from centre 
30 cm. Curve III, distance from 

centre 35 cm.
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varied. Some increase of the gradient could be produced 
by pyramid shims in the shimming gap. Several such 
arrangements were tried, but the result was that, although 
the beam was extremely sensitive to an asymmetry of the 
field about the median plane, only very slight changes of 
the beam could be produced by changing the gradient of 
the field. At the same time, it was found that a consider­
able increase of the beam could be produced by a sort of 
azimuthal shimming, where rectangular slabs of iron were 
placed mainly in the outer region of the upper shimming 
gap. By a suitable arrangement of three or four such slabs, 
the beam current could usually be increased roughly a 
hundred times. The action of this sort of shimming is 
probably to direct the beam through the deflection channel 
or, in other words, to shift the paths of the high energy 
ions in such a way as to bring the centre of the circulating 
ion beam to coincide with the geometrical centre.

To control the dee voltage, a circular disk with 1 cm 
diameter is inserted in the tank wall, insulated by a pyrex 
tube; the disk is connected to a rectifier in the manner 
described by Whitmer1. This voltmeter gives only rela­
tive values of the dee voltage, and its reading further 
depends somewhat on the position of the dee; it has been 
very useful, however, in connection with the adjustment 
of the oscillator.

To obtain an absolute measure of the dee voltage, the 
dee circuit is disconnected from ground and the position of 
the filament is changed, so that it is below one of the dees. 
With the filament in this position, the dee circuit collects 
a negative charge until its potential is equal to the peak 
voltage, and this potential is measured with a voltmeter 

1 R. M. Whitmer, Rev. Sc. Instr. 10, 165, 1939. 
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with a high resistance. Corresponding to an input of 22 kW 
into the oscillators, a voltage difference of 35 kV peak 
valne between the dees was found. This result may seem 
rather low in comparison with the value given by other 
workers1 employing similar dee circuits. An explanation 
of the difference may he found in the present construction 
of the dee support which, probably, offers a relatively 
high resistance to the high frequency current. The small­
ness of the height of the beam mentioned above may be 
brought into connection with the relatively low value of 
the dee voltage. The reason for the insensitivity of the 
beam against changes in the gradient of the magnetic field 
then remains somewhat obscure. Unless the gradient of 
the field, which is necessary to give a reasonable increase 
in the beam current, must fulfill very special conditions, 
which can only be found out by pure chance, the beam 
current is only slightly dependent on the gradient of the 
held, as stated above.

The screening against neutrons has been accomplished 
in a simple way by placing paraffin blocks in the gap be­
tween the magnet coils. The paraffin blocks together with 
the oil tanks containing the coils constitute an enclosure of 
about 45 cm thickness, which is sufficient for the purpose, 
at least with the neutron intensities hitherto obtained.

On several occasions, it was noticed that the beam, 
which was obtained momentarily by letting the magnetic 
field sweep through the resonance value, was much stronger 
with decreasing than with increasing field. A similar ob­
servation has been made by Henderson and White2 who

1 Allen, Sampson and Franklin, Journ. Franklin Inst. 228, 543 (1939). 
Henderson, King, Risser, Yearian and Howe, .Journ. Franklin Inst. 228, 
563, (1939).

■ M. C. Henderson and M. G. White, Rev. Sc. Instr. 9, 19 (1938). 
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explain the effect as being due to eddy currents in the pole 
pieces, induced by the changing flux. Besides this effect 
which undoubtedly is present, another effect has been noticed 
which may be of even more influence on the gradient of 
the field, viz. relatively large movements of the top and

Fig. 14. The magnet seen from the side opposite the oscillator. Near the 
centre of the figure the vacuum lock and the irradiation pot can be 
distinguished. The paraffin blocks used for screening against neutrons 

have been partly removed.

bottom plates of the tank when the field is changing. This 
effect was noticed during some measurements of the bending 
of the top plate of the tank due to atmospheric press­
ure. For these measurements, a simple mechanical device 
was used, which transferred the movements of the top plate 
to a mirror, so that the width of the shimming gap could 
be read on a scale. When the field was changing, move­
ments of the top plate were observed which, in some cases, 
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were larger than the shift of 0.1 <8 mm caused by the air 
pressure of 6 tons. No detailed study of this effect was 
carried out but, from the observed magnitude of the dis­
placements, it was estimated that the effect on the gradient 
of the field was comparable with the effect due to the 
atmospheric pressure on the lop and bottom plates.

In concluding this account I wish to thank the director 
of the Institute, Professor N. Bohr, for his continual interest 
and helpful advice. Special thanks are also due Director 
V. Meyer from the Thrige factories, who planned the 
magnet and several parts of the electrical equipment. 
During the construction of the cyclotron much help was 
given by Dr. O. R. Frisch, Mr. S. Hoffer-Jensen, Mr. 
N. (). Lassen and, especially, by Dr. L. J. Laslett, whose 
skill and experience were of invaluable help for our work 
during his stay in Copenhagen. Acknowledgements are 
further due Mr. II. W. Olsen and his collaborators in 
the institute workshop for the excellent elaboration of the 
many often complicated pieces of the apparatus.

Indleverel til Selskabet den 21. Februar 1941.
Færdig fra Trykkeriet den 17. Juni 1941.
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In a previous publication1 I have given the results of a 
calculation of the elements of periodic comet Schwass- 

mann-Wachmann 2 from observations in the apparitions 
1929-1934 as well as the perturbations during this period. 
The elements are:

Epoch and osculation 1929 February 18.0 U. T.

iM = 354°.91062
co -= 357°.71203
_Q = 126°.32728

i = 3°.72839
1950.0

e = 0.3945470
a = 3.452821
p = 0°.1536183

Comparison of the computed orbit with selected obser­
vations showed so small residuals that it will hardly be worth 
while to revise the elements until observations from the 
opposition 1941-1942 are available. The elements are accurate 
enough for the purpose of calculating a search ephemeris 
for the opposition just mentioned. I have, therefore, continued 
the integration of the perturbed co-ordinates from 1936 to 
1942. As before, account was taken of the attractions by 
Jupiter and Saturn.

’) D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIII, 16 and 
Publikationer og mindre Meddelelser fra Københavns Observatorium Nr. 
106.

1*
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erroneously printed as x: — 2.303859, instead of— 2.303459.

The calculated co-ordinates, referred to the equinox 1950,
are given in the following table.

0h U. T. X U z
1936 Jan. 13 1 - 2.303 459 ; 0.202 413 + 0.208 371

Feb. 2 2.380 985 -0.027 971 0.123 206
— 22 2.437 737 0.258 138 + 0.036 955

March 13 2.474 915 0.486 261 -0.049 603
April 2 2.493 850 0.710 823 0.135 805

— 22 2.495 924 0.930 603 0.221 098
May 12 2.482 521 1.144 635 0.305 029
June 1 2.454 992 1.352 175 0.387 232

— 21 2.414 624 1.552 662 0.467 419
July 11 2.362 630 1.745 693 0.545 362

— 31 2.300 140 1.930 988 0.620 890
Aug. 20 2.228 200 2.108 367 0.693 875
Sept. 9 2.147 769 2.277 734 0.764 225

— 29 2.059 732 2.439 052 0.831 875
Oct. 19 1.964 891 2.592 335 0.896 787
Nov. 8 1.863 985 2.737 638 0.958 939

— 28 1.757 684 2.875 041 1.018 326
Dec. 18 1.646 602 3.004 649 1.074 953

1937 Jan. 7 1.531 297 3.126 581 1.128 835
— 27 1.412 282 3.240 969 1.179 995

March 8 1.164 951 3.447 672 1.274 264
April 17 0.907 907 3.625 915 1.358 022
May 27 0.643 936 3.776 874 1.431 570
July 6 0.375 418 3.901 702 1.495 223
Aug. 15 - 0.104 401 4.001 506 1.549 294
Sept. 24 + 0.167 333 4.077 342 1.594 095
Nov. 3 0.438 216 4.130 203 1.629 920
Dec. 13 0.706 851 4.161 023 1.657 055

1938 Jan. 22 0.971 980 4.170 678 1.675 769
March 3 1.232 457 4.159 990 1.686 315
April 12 + 1.487 221 -4.129 731 - 1.688 934

1 In the previous publication the x-co-ordinate for this date was
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oh U. T. X •V z

1938 May 22 + 1.735 284 -4.080 629 - 1.683 852
July 1 1.975 706 4.013 372 1.671 282
Aug- 10 2.207 590 3.928 613 1.651 428
Sept. 19 2.430 065 3.826 976 1.624 483
Oct. 29 2.642 274 3.709 060 1.590 630
Dec. 8 2.843 370 3.575 444 1.550 048

1939 Jan. 17 3.032 499 3.426 696 1.502 907
Feb. 26 3.208 797 3.263 376 1.449 377
April 7 3.371 378 3.086 040 1.389 623
May 17 3.519 327 2.895 252 1.323 814
June 26 3.651 690 2.691 593 1.252 120
Aug. 5 3.767 466 2.475 662 1.174 720
Sept. 14 3.865 598 2.248 095 1.091 800
Oct. 24 3.944 959 2.009 576 1.003 561
Dec. 3 4.004 346 1.760 850 0.910 226

1940 Jan. 12 4.042 468 1.502 743 0.812 043
Feb. 21 4.057 929 1.236 187 0.709 295
April 1 4.049 226 0.962 247 0.602 313

— 21 4.035 308 0.822 885 0.547 351
May 11 4.014 726 0.682 157 0.491 481

— 31 3.987 256 0.540 249 0.434 765
June 20 3.952 663 0.397 368 0.377 267
July 10 3.910 704 0.253 739 0.319 063

— 30 3.861 128 -0.109 607 0.260 233
Aug. 19 3.803 672 + 0.034 757 0.200 867
Sept. 8 3.738 067 0.179 055 0.141 067

— 28 3.664 036 0.322 957 0.080 945
Oct. 18 3.581 293 0.466 099 -0.020 627
Nov. 7 3.489 550 0.608 077 + 0.039 748

— 27 3.388 512 0.748 444 0.100 021
Dec. 17 3.277 888 0.886 700 0.160 014

1941 Jan. 6 3.157 386 1.022 291 0.219 530
— 26 3.026 727 1.154 600 0.278 343

Feb. 15 2.885 647 1.282 938 0.336 202
March 7 + 2.733 905 + 1.406 542 + 0.392 821
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oh U. T. .V U -
1941 March 27 + 2.571 300 + 1.524 560 + 0.447 882

April 16 2.397 681 1.636 048 0.501 027
May 6 2.212 966 1.739 964 0.551 855

— 26 2.017 165 1.835 159 0.599 918
June 15 1.810 414 1.920 382 0.644 722
July 5 1.592 995 1.994 275 0.685 723

— 25 1.365 384 2.055 387 0.722 330
Aug. 14 1.128 292 2.102 194 0.753 909
Sept. 3 0.882 706 2.133 127 0.779 796

— 23 0.629 933 2.146 625 0.799 310
Oct. 13 0.371 636 2.141 193 0.811 773
Nov. 2 + 0.109 852 2.115 490 0.816 551

— 22 - 0.153 010 2.068 424 0.813 083
Dec. 12 0.414 207 1.999 258 0.800 925

1942 Jan. 1 0.670 740 1.907 711 0.779 801
— 21 0.919 472 1.794 036 0.749 631

Feb. 10 - 1.157 278 + 1.659 070 + 0.710 564

From the co-ordinates and velocities the following oscul­
ating elements have been derived:

Epoch and osculation 1942 January 1.0 U. T.

M = 353°.38019 
cc - 358°.00835 
.Q = 126°.04333

i = 3°.72521
1950.0

e = 0.3854489
a = 3.488424 
p = 0°. 1512726

According to this calculation the comet will pass through 
perihelion 1942 February 13.76080 U.T. The comet will be 
well placed for observation from November 1941.

The following ephemeris has been calculated with the 
elements just given.
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0h U. T.
1941 OC1941.0

h m
°1941.O r A

Oct. 13 7 8.3 + 19° 29' 2.320 2.040
17 13.6 19 20 2.309 1.984
21 18.7 19 10 2.299 1.929
25 23.4 19 1 2.289 1.874
29 27.9 18 52 2.280 1.820

Nov. 2 32.0 18 43 2.270 1.767
6 35.9 18 35 2.261 1.715

10 39.3 18 28 2.252 1.664
14 42.4 18 21 2.244 1.615
18 45.1 18 16 2.236 1.568
22 47.3 18 12 2.228 1.522
26 49.1 18 10 2.220 1.477
30 50.4 18 9 2.213 1.436

Dec. 4 51.3 18 10 2.206 1.396
8 51.6 18 13 2.199 1.358

12 51.4 18 18 2.193 1.324
16 50.8 18 25 2.187 1.293
20 49.7 18 34 2.182 1.265
24 48.1 18 45 2.177 1-240
28 46.1 18 58 2.172 1.219
32 7 43.8 + 19 12 2.167 1.202

Corrections for T 1 day later:

Oct. 13. . . .
III

-1.5 + 1'
Nov. 22... . - 2.1 + 3
Dec. 32 .. . -2.7 + 4

I am iindebted to the Carlsbergfond for a grant which
pported me in carrying ont the present in vestigation.

Hans Q. Hasmusen.

Indleveret til Selskabet den 21. Marts 1941. 
Færdig fra Trykkeriet den 18. Juni 1941.
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INTRODUCTION

Dans ce travail nous allons démontrer quelques inéga­
lités des bornes supérieures des intégrales successives 

d’ordres entières ou fractionnaires et les appliquer aux fonc­
tions presque-périodiques(1).

Soit /0(æ) une fonction intégrable au sens de M. Lebes­
gue, définie sur tout l’axe réel; une suite des intégrales 
successives de /'o(.t’) d’ordre jusqu’à n sera désignée /jCx), 
/a(x), ••• fn(x). Posons

Mk — borne | fk(x) | (fini ou infini).
— oc < X < 00

Entre les quantités Af0, Mlt ••• Mn il y a des relations; 
M. Hadamard a démontré® l’inégalité

^<1/2 Jf0;U2

et on voit facilement que cette inégalité ne peut pas être 
améliorée. Et récemment on a démontré: PourO<k<n il 
existe une limitation de Mk dépendant seulement de k, n, 
Mo, et Mn. Dans les cas n = 3 et n = 4 de telles limita­
tions, et justement les plus favorables, ont été trouvées 
par M. G. Silov; pour toute valeur de n une limitation a 
été trouvée par M. A. Gorny, mais pas la plus favorable, 
laquelle M. A. Kolmogoroff a indiquée le premier®; dans 
la suite cette limitation sera donc nommée »l’inégalité de 
Kolmogoroff«. Autant que je sais, la démonstration de cette

(i) Ici comme partout dans ce travail: Au sens de M. Bohr.
(2) Comptes rendus des séances de la Société mathématique de France 

1914, p. 68 — 72.
(3) Voir Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 206 (1938), 

p. 1245—1247 (Gorny), et 207 (1938), p. 764—765 (Kolmogoroff).

1* 
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inégalité n’est pas encore publiée; un des buts du présent 
travail sera donc d’en communiquer une(1\

L’inégalité de Kolmogoroff est de la forme
k1

A/fc<3/0
H

où est une constante, dépendant seulement de k et n, 
et cette constante a une telle valeur qu'on a l’égalité, si pour 
/ôOr) on choisit la fonction

v = o

<p(l (æ) = sign sin x —

Soient Af0 et Mn finis (le théorème est sans intérêt en 
dehors de ce cas), l’inégalité nous apprend que Mk est 
également fini, et nous donne une borne supérieure de cette 
quantité; comme cette borne est atteinte pour la fonction 
<p0(æ), cette fonction sera nommée fonction extrémale.

Nous donnerons de plus un résumé du contenu des 
pages suivantes:

Dans la section I l’inégalité de Kolmogoroff sera démon­
trée pour le cas où fn(x) est une fonction presque-pério­
dique, et l’inégalité sera utilisée à donner une démonstra­
tion simple des inégalités de MM. Bonn et Favard con­
cernant les bornes supérieures des intégrales successives 
d’une somme finie trigonométrique sans terme constant, et 
nous allons indiquer comment il est possible de déduire 
d’une façon tout à fait analogue la limitation bien connue 
de M. Bernstein pour la dérivée d’une somme finie tri- 
gonométrique(2).

(1) La démonstration se trouve dans Uchenye Zapiski Moskov. Gos. 
Univ. Matematika 30 (1939), p. 3—16 (ce renseignement m’a été donné 
par M. B. Jessen); malheureusementce périodique n’existe pas en Danemark.

(2) Ce n’est que pour ces applications que l’inégalité de Kolmogoroff 
est énoncée pour les fonctions presque-périodiques; pour la démonstration
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Dans la section II nous introduisons la notion d’inté­
grale d’ordre fractionnaire d’une fonction presque-pério­
dique par une définition qui s’appuie sur la représentation 
par séries de Fourier: S’il existe deux fonctions presque- 
périodiques /o(x) et /^(æ), dont les séries de Fourier sont 
respectivement

nous dirons que /aCr) est une intégrale presque-périodique 
d’ordre a de /q(x) (a réel ou complexe). Les sommes tri- 
gonométriques finies possèdent des intégrales presque- 
périodiques d’ordre quelconque; au contraire pour une 
fonction presque-périodique arbitraire se présente la question 
de la nature de l’ensemble des nombres a pour lesquels la 
fonction a une intégrale presque-périodique d’ordre ex.

Entre les bornes supérieures absolues des intégrales 
presque-périodiques d’ordre fractionnaire il y a aussi quel­
ques inégalités; d’abord nous nous bornerons aux sommes 
finies trigonométriques, pour lesquelles nous démontrerons 
que pour 0<cx<ß(1) on a

1 ° ä

où Z\p est une constante ne dépendant que de a et ß. 
Grâce à cette inégalité nous pourrons résoudre le problème 
cité, et comme solution on obtiendra que l’ensemble des 
valeurs de a en question sera une bande (verticale) dans 
le plan complexe, et on verra aussi que l’inégalité est 
valable pour une fonction presque-périodique quelconque, 
dans le cas général (section III), la validité pour les fonctions périodiques 
est suffisante, et nous n’utilisons pas dans la preuve des résultats pro­
fonds de la théorie des fonctions presque-périodiques.

(1) Dans ce travail â signifie la partie réelle de a; pour éviter des 
malentendus nous n’emploierons pas le nombre complexe conjugó de a. 
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pourvu que les intégrales d’ordre a et ß existent. La déter­
mination des constantes les plus favorables ne sera pas 
accomplie, il sera seulement montré que dans le cas géné­
ral la fonction <p0 (.v) n’est plus une fonction extrémale, 
puisqu’il n'en existe pas qui soit indépendante de a et 
de ß. A la lin de cette section nous généraliserons les inéga­
lités de MM. Bohr, Favard et Bernstein au cas de l’in­
tégration (ou »dérivation«) d’ordre fractionnaire.

Dans la section III nous démontrerons que l’inégalité 
de Kolmogoroef est valable, non seulement pour les fonc­
tions presque-périodiques, mais aussi pour toute fonction 
d’une variable réelle; nous ferons la preuve en montrant 
qu’à une telle fonction on peut toujours construire une 
fonction périodique de telle sorte que, pour un nombre 
fini d’ordres d’intégration, la différence entre les bornes 
supérieures des intégrales du même ordre de ces deux fonc­
tions n’excède pas e, où s est un nombre positif quelcon­
que, donné d’avance.

Pour les intégrales d’ordre fractionnaire des fonctions 
presque-périodiques on a la formule

I (pour 
dt I 0 <â< 1).

M. E. B. Love a utilisé cette formule pour définir l’intégra­
tion d’ordre fractionnaire aussi pour des fonctions non 
presque-périodiques(1>. Il se pourrait qu’entre les bornes 
supérieures de telles intégrales on ait les mêmes inégalités 
que pour les fonctions presque-périodiques, et probable­
ment on pourrait vérifier cette proposition par une »ap­
proximation« avec des fonctions périodiques analogue à la

(1) Proceedings of the London Mathematical Society 44(1938), p. 363 
— 397.
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citée, niais la théorie de l’intégration d’ordre fractionnaire 
est encore incomplète, et nous n’insisterons donc pas sur 
ce point.

I. L’inégalité de Kolmogoroff pour les fonctions 
presque-périodiques.

Dans cette partie démontrons d’abord le théorème:

Théorème I (l’inégalité de Kolmogokoff pour les 
fonctions presque-périodiques): Soit /¿(x) une 
fonction réelle et bornée, définie sur tout l’axe réel et 
avec une intégrale d’ordre zj presque-périodique, fn(x). 
Désignons par fk(x) l’intégrale d’ordre k de f0(.r) (une 
dérivée de /’„(x)). Toutes les fonctions fk(x) (k = 1, 
2, ••• zz-rl) sont bornées(1>, et pour la borne supé­
rieure de fk(x), désignée Mk, on a

k

OÙ

14

et cette inégalité est la plus favorable.

Nous faisons remarquer que l’inégalité peut s’écrire sous 
la forme plus élégante

Que l’inégalité ne puisse pas être améliorée on le voit 
en considérant la fonction

(!) D’où il résulte qu’ils sont uniformément continues, donc aussi 
presque-périodiques.
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<Po(æ) ~ sign s>n -r
4 \ sin (2 V + 1 ) x
TT — 2 V + 1

V-0

pour laquelle Mk est égale à tk et J/o est 1, donc

Il reste à démontrer que l’inégalité est vérifiée pour une 
fonction presque-périodique quelconque /n(x-), et pour cela 
il suffit de démontrer la relation

/ — 1 \ n — 1 < / \ n

U-O wJ
Nous raisonnerons par l’absurde, en supposant qu’il

existe une fonction /0(x) et un nombre oc, tels que

et en montrant qu’une comparaison de /0(x) avec <Po(æ) 
aboutit à une contradiction. D’abord, considérons de près 
<p0(x) et ses intégrales:

<p0(x) a la période 2ir; <p0(æ) = 1 pour 0<x,<tt, et 
cp0(x) = —1 pour tt<x'<2tt; <pn(x) est également pério­
dique; dans la suite »un intervalle de période« signifiera un 
intervalle xq < x < xq + 2tt, où <pn(xq) = —t ; dans chaque 
intervalle de période, <pn(x) s’accroît de —à tn, puis 
décroît à —tn.
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il serait possible d’obtenir une fonction f/0(x) — a-/’0(ùx + c)> 
de sorte que

borne | g0 (x) | = | a | ■ Wo < 1 = borne | <p0 (x) |
et

borne | c/n(x) | = [“\n • Mn <tn= borne | <pn(x) |

IN
tandis que

4-1 («)>'„_! = borne l<Pn- 1 (*) I

et où on a choisi c de telle façon que gn Í -—J = <pn 
avecxt< - C<x2, ^(xj = — tn, <pn(x2) = + /n, xt et x2 

dans le même intervalle de période.
Comme la différence d0(x) = <7o (x)9o(æ) est négative 

pour 2 hrv < X < (2 h + 1) tt (/i entier) et positive pour 
(2 h + 1 ) tt < X < (2 h + 2) tt, cette fonction n’admet que deux 
changements de signe dans chaque intervalle de période.

Sa n-ième intégrale dn(x) = <7n(x)— <pn(x) possède une 
valeur positive pour x — x1 + 2/itt et une valeur négative
pour x = x2+2/itt; celte fonction a donc au moins deux 

zéros dans chaque intervalle de période. Pour x —

a un zéro avec une dérivée positive car (—r— >
/oc — c\ \ ' \ ^ /

et , et puisque fZn(x1)>0 et dn(x2)<0,

elle possède au moins trois zéros entre xt et x2, donc au 
moins quatre dans l’intervalle de période x1<x<x1+2ir; 
or dn(x) est presque-périodique (la différence entre une 
fonction périodique et une fonction presque-périodique) et 
il y a donc un nombre infini d’intervalles de période qui 
contiennent au moins quatre zéros.

Dès lors on peut obtenir un intervalle d’une telle longueur 
que, dans cet intervalle, le nombre de zéros de dn(x) sur­
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passe le nombre de zéros (ou changements de signe) de 
d0(x) de plus de n. Mais chaque dérivation ne peut pas 
diminuer le nombre de zéros d’un intervalle de plus de 
un; nous arrivons là à une contradiction, et notre proposi­
tion est donc établie.

Dans le théorème nous pouvons supprimer le mot réel. 
En effet, soient /o(x-), fk(x) et fn(x) des fonctions com­
plexes d'une variable réelle, on peut voir que l’inégalité est 
vérifiée, rien qu'en considérant les fonctions réelles e'®-/'0(.c), 
elô-/’/c(x) et el9-/n(.r), dont les dernières sont des intégrales 
d’ordre k et n de la première car on a (0 parcourant les 
nombres réels de 0 à 2tt):

i — <borne
X

borne
e

borne
X

k
n •

\k M|n • --

k
n

k

1-- ----- I / \n • borne | fn(x)
X

‘k 
k ■ 

lnn

borne borne | el6 • /0(æ) |
i-k. 

n borne borne | elQ-fn(x) |
e X 9 X

Comme une application simple de l’inégalité de Kolmo- 
goroff nous démontrons:

Théorème II (l’inégalité de Bohr-Favard): Soit/;0(.r) 
une somme linie trigonométrique sans terme constant 

borne |/>0(æ)| = *V0

et par A désignons min|Àh| (> 0), on a alors pour 
l’intégrale d’ordre n
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la limitation

borne />„(*)

Pour n = 1 cette inégalité a été démontrée par H. Bohr(1), 
¡tour toute valeur de n par J. Favard(2).

D’après le théorème I on a

les deux dernières limites existent, la première est égale à 

car les intégrations successives font ressortir les termes 

dans lesquels IÄJ = A; Mm est donc asymptotiquement 

, la

et t tend vers

égal à A"'/' est une constante,seconde est égale à 1

— ) ; donc
TT/

Notre théorème est ainsi démontré.
Pour la n-ième dérivée de p0(pc) 

on a:

Théorème III (l’inégalité de Bernstein):

borne | p(^ (x) | < Af0 • max | À/(

(1) Prace Matematyczno-Fizyczne 43 (1935), p. 273—288.
(2) Matematisk Tidsskrift B 1936, p. 81—94. 
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la démonstration de ce théorème peut être elTectuée d'une 
façon tout à fait analogue, seulement en considérant des 
dérivées au lieu des intégrales, de manière que max I À/; | se 
produit naturellement.

11 faut remarquer que dans des démonstrations antéri­
eures de cette inégalité, dues à AI. Riesz et C. de la Vallée- 
Poussin, on a employé une énumération de zéros, donc 
une méthode qui a quelque ressemblance avec celle de ce 
travail* P.

II. Inégalités entre les bornes supérieures des intégrales 
d’ordre fractionnaire d’une fonction presque-périodique. 
Définition: Soit /’ü (.r) une fonction presque-périodique, dont 

la série de Fourier s’écrit 'S si

V
—' (z‘À)a

est la série de Fourier d’une fonction presque-pério­
dique, nous dirons que celle-ci est une intégrale pres­
que-périodique d’ordre a de /¿(æ), et nous la désigne­
rons fa (.r). a peut être réel ou complexe, et par (¿À)a 
nous entendons

( V i sign Ä + log I A H - a 
e' “ z .

Si f\(x) existe, on sait, selon des théorèmes bien connus, 
que cette fonction est une intégrale ordinaire de /’0(rr); 
comme une conséquence immédiate de cette section il 
s'ensuit que la proposition analogue est vraie pour toute 
valeur entière de a.

(0 Voir par exemple C. de la Vallée-Poussin : Leçons sur l’ap­
proximation p. 39—42.
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Ma signifie comme toujours borne |/’a(æ)|» et à est Ia 
partie réelle de a.

Une somme finie trigonométrique sans terme constant 
a une intégrale presque-périodique d’ordre a pour tout 
nombre complexe a, et pour ces intégrales nous démontrons 
le théorème suivant:

Théorème IV: Soit y<ä<ß; alors on a

ß —â ôt—ÿ

«-y
où Äß_y est une constante finie, ne dépendant que 
de oc — y et ß — y.

oc—y
Supposons que ^ß—y est la constante la plus favo­

rable, c’est-à-dire
ra-y - --------- Afa

A ß_v = borne ---- -—-------- - ——
H r f ß —a a—y

où /o(æ) parcourt toutes les sommes finies trigonométriques; 
il faut démontrer alors que cette borne supérieure est finie. 

a-y
Que Ap_y ne dépende que de oc —y et ß—y, on le voit 

immédiatement, en observant que d’après la définition 
/a + gCr) est une intégrale d’ordre 5 de fa(x), et nous pouvons 
donc supposer que y = 0.

Posons A"” — Æq = 1.
ß-y ß-y

Le théorème s’énonce aussi

oc—y ß — öc ôc—-yMa —log <|—- log My+ _—_ log Mn
ß_y ß -- y

et on voit qu’il exprime une sorte de »convexité« des 
nombres log Afa; dans la langue géométrique: ß et y étant 
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fixes, il existe une fonction finie 7-(oc), par exemple 
a- ylog/ip—y, telle que tout point dont les coordonnées sont 

â, log J/a--L (oc)) est situé au-dessous de ou sur le segment 
qui joint les points (ÿ, log 3/y — L (y)) et (ß, log — L (ß)) .

Au moyen de cette qualité on peut voir qu’il suffit de 
faire la démonstration dans le cas ß — ÿ<l, une telle 
»convexité« locale pouvant être étendue à une valeur de 
ß—ÿ quelconque.

En effet, supposons que le théorème soit vrai dans ce 
cas, et soit ÿ < 8 < ë< ß avec ë—y < 1 et ß — 8 < 1 ; alors 
il existe deux fonctions />t(cc) et /-2(oc), telles que le 
point (a, log Ma —7^ (oc)) où ÿ<cc<ë (donc aussi dans le 
cas a = 8) n’est pas situé au-dessus du segment de (ÿ, 
log My — At(y)) à (ë, log .UE —/-L(e)) et le point (à, log3/a — 
L2(a)), où 8 < oc < ß (donc aussi dans le cas où oc = s) 
n’est pas au-dessus du segment de ( 8, log A/g— L2(8)) à 
ß, log 3/ß — L2(ß)).

Par addition d'un terme linéaire à L2 (ex) nous pouvons 
obtenir que 7-2(8) = ^i(S) et L2(e) = f-L(e); alors les deux 
points 8, log .U g — Lx (8)) et (ë, log Afe — L2 (g)) sont situés 
au-dessous de ou sur le segment qui joint (ÿ, log My—L1(y)) 
à (ß, log.Vß-Z./ß)), el si nous posons

7 (a) ’ Pour ?<«<£
I L2(a) pour ë < et < ß

le point (ôc, log Ma — 7-(oc)) est aussi situé au-dessous de 
ou sur ce segment, et notre théorème est démontré dans 
la bande plus large y<ä<ß.

En continuant de cette manière, on peut vérifier le 
théorème pour une valeur de ß —ÿ, aussi grande que l’on 
veut.

Donc, le problème se ramène au cas y = 0<cx<ß< 1.
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Les intégrales presque-périodiques d’un ordre 6, dont la 
partie réelle est un nombre entre 0 et 1, peuvent être 
représentées par des intégrales définies; c’est pourquoi nous 
avons fait ces considérations préliminaires; on a

X

/s(æ) = r-VgÂ \ /¿(æ- 0- /5_1 d/ (1)

et par cette formule on voit facilement qu’on peut inverse­
ment exprimer /¿(x) au moyen de /’5(x):

QC
/oOO = rAgA [/*8(x —0 —f5(x)pz~5_1df.

' to

De l’expression de /§(x) on déduit

où C (5) est une constante, ne dépendant ni de a ni de 
/’n (x), car les dernières intégrales sont toutes deux conver­
gentes.

Toutes ces considérations préliminaires faites, nous 
pouvons accomplir la démonstration du théorème:

(i) Voir E. R. Love 1. c., p. 394. D’ailleurs, dans ce cas, où les fonc­
tions considérées sont les sommes finies trigonométriques, cette relation 
et la suivante sont assez faciles à vérifier directement.
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On a, puisque 0<ß — oc < 1

00

r(a-ß) \ tø - Í) ~ /ß(^)J • “1 dl

la différence entre crochets est bornée par A/0-/ß-C(ß) et 
aussi par 2A/p, donc, r) étant un nombre positif quelconque

/a

Notre théorème est ainsi démontré, et nous avons 
Æp<ZJ(a,p).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer un 
résultat concernant les intégrales presque-périodiques d’ordre 
fractionnaire d’une fonction presque-périodique quelconque:

Théorème V: S’il existe deux fonctions presque-périodi­
ques /y(.r) et /a (.r), dont les séries de Fourier sont 
respectivement
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(y<ß), une série de la forme

avec y < cc < ß est la série de Fourier d’une fonction 
presque-périodique /a (a:), et cette fonction est bornée
par

ß—a a—y

ß-y • K
a-y
ß-y •

Nous pouvons déterminer une suite de sommes finies 
trigonométriques (,r), s2,y ' CIU’ converge uni­
formément vers /y(æ), et telle que leurs intégrales presque- 
périodiques d’ordre ß — y a (a:), s2>p(a?), ••• convergent 
uniformément vers /p(a') (on peut choisir par exemple les 
sommes d’approximation Fejér-Bochner).

Alors la suite .sla(a:), s2a(x), ••• des intégrales d’ordre 
a — y de slty(x), s2>y(x), ••• est convergente aussi, car 
supposant

^p, y (æ) $q, y (a ) < E et •S‘p,ß(^)_ sq, ß(X') I <E

il en résulte, en vertu du théorème IV, que
a—y

$p, a Cv) a (æ) I < E " ^ß — y ’

la convergence est donc uniforme, la fonction limite est 
presque-périodique, et on voit immédiatement que sa série 
de Fourier s’écrit

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 4. 2
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Enfin, comme l’inégalité

[3 — a a—y

■K a~y 
p-y

est vraie pour toutes les sommes finies trigonométriques, 
elfe est vraie encore pour la fonction limite /a(.r).

Notre théorème est ainsi complètement démontré.
Comme une conséquence immédiate de ce théorème 

nous avons:

Théorème V bis: L’ensemble des nombres a, pour les­
quels la série formelle

est la série de Fourier d’une fonction presque-pério­
dique, est une bande verticale dans le plan complexe.

Par le mot »bande« nous entendons aussi une droite 
ou un demi-plan ou le plan entier; et il doit être souligné 
que nous n’avons pas examiné les circonstances sur les 
droites qui limitent la bande.

Pour les valeurs entières de a et ß la fonction <p0 (æ) 
— sign sin a? est une fonction extrémale; celte propriété ne 
peut pas être généralisée aux valeurs quelconques de a et 

En effet, nous démontrerons que dans le cas général 
il n’existe pas du tout une fonction extrémale indépendante 
de a et [3. A cet effet nous déterminons K& pour les valeurs 
réelles de a (0<a<l):

(0 On voit (seulement en modifiant un peu la démonstration) que 
le théorème V est vrai, même si la fonction f-y(x) n’est que bornée et 
presque-périodique au sens de Stepanoff, et on peut donc aussi appli­
quer ce théorème à la fonction discontinue <p0 (æ).
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Mo et étant donnés, il faut déterminer

borne Ma = borne borne 
/ f æ

1
r(a)

\f0(æ-/)-/a *<«

«>0

pour les fonctions presque-périodiques fa(x), pour lesquelles

borne | f0 (.r) | = Mo
X

et borne | (æ) | =
X

Comme au théorème I, il nous suffit de considérer les 
fonctions réelles /0(x).

On a

et en calculant le premier terme et en intégrant par parties 
chacune des dernières intégrales on obtient (avec un calcul
facile)

De même, nous aurions

les fonctions
ves, donc

sous les signes d’intégration sont non-positi-

9° • Vf1CC • 1/° 
f (x)< ° l.'«W = FQ + cc)

2*
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d’où
- fa (æ) S T ( 1 + cc)

r(l + a)

et comme d’autre part, nous pouvons choisir f0(x), tel que 
les deux dernières intégrales deviennent aussi petites que 
l'on veut pour quelques valeurs de x, nous avons

Æi r (i + a)’ (ex réel)

Pour toute fonction fixe, la borne supérieure Ma est une 
fonction continue de a (oc étant réel), d’où

Mais

lim 
a^i

lim K& — lim 
a->l r(l+a)

= 2

et ceci nous montre que, dans le cas général, il n’existe 
pas de fonction extrémale, et notre proposition est ainsi 
établie.

CX . kLes nombres que nous venons de considérer, et Kn 
du théorème I sont donc d’une nature différente, ce qui 
semble indiquer qu’une détermination de Kp dans le cas 
général serait assez difficile; c’est pourquoi ce problème ne 
sera pas approfondi ici.

Enfin, nous allons démontrer deux théorèmes concer­
nant les sommes finies trigonométriques (mais qui d’ailleurs 
se généralisent immédiatement aux fonctions presque- 
périodiques quelconques, exactement comme les théorèmes 
II et III):
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Théorème II bis (l'inégalité de Bohr-Favard géné­
ralisée): Soit PoGr) une somme finie trigonométrique

et soit A = min | À/è | (> 0), on a pour l’intégrale pa(x) 
d’ordre a, ex étant positif, en posant

Ma — borne I pa (a?) | = borne
X X

la limitation

A«

où Ca est une constante, ne dépendant que de a.

facilement au moyen desLe théorème se démontre
théorèmes II et IV:

Le théorème II donne

o

d’où, en choisissant n>cc
a
n

[n 

h"
Mn<M(

a 1- —

et notre théorème est démontré.
De même, on peut généraliser l’inégalité de Bernstein: 

Théorème III bis: Soit p0(a?) une somme finie trigono­
métrique, on a pour l’intégrale d’ordre —a (la »dérivée 
d’ordre a«), ä étant positif, la limitation

Af„a<M0-/)a- max |Àh

où Da est une constante, ne dépendant que de a.
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Pour les nombres oc réels, le théorème II bis a été 
démontré par Bela v. Sz. Nagy(1), et le théorème III bis a 
été énoncé par P. Civin (2), et ces auteurs communiquent 
aussi quelques valeurs numériques des constantes Ca et I)a 
(mais non les plus favorables). Ici, nous pouvons aussi

Soit ()<«<!, on

a
71

pouvons améliorer 

a (d’après l’inéga-

• Af0- max IM_a<Klra-Ml0

donner des constantes numériques, en employant la formule 
2a

K, = , -ç, et voici comment nousr(l + a)
le résultat de Civin:
lité de Bernstein)

21 “ /
c’est-à-dire pour I)a (0<oc<l), nous avons ----- r la

q \ b (" ®) \
valeur donnée par Civin est 2 H—).

a/

III. L’inégalité de Kolmogoroff pour une fonction 
arbitraire d’une variable réelle.

Dans cette partie nous allons démontrer que l’inégalité 
de Kolmogoroff est valable, non seulement pour les fonc­
tions presque-périodiques, mais aussi pour toute fonction 
d’une variable réelle; c’est-à-dire le théorème suivant:

Théorème I bis (l’inégalité de Kolmogoroff géné­
rale): Soit /o (x) une fonction bornée (borne |/’0(æ)| 
= Mo < oc) définie sur l’axe réel, et supposons qu’elle 
possède une intégrale bornée d’ordre n, fn(x) (borne 

|/n(æ)| = Æfn<oo), les intégrales de /’0(.r) d’un ordre 
inférieur à n (les dérivées de /„(.r)) sont aussi bor­
nées, et l’intégrale d’ordre k, fk(x) est bornée par

(0 Berichte über die Verhandlungen der Sächsischen Akademie, 91 
(1939), p. 3.

(2) Bulletin of the American Mathematical Society, 46 (1940), p. 410.
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- <k

t„n
avec

/=4-l1 + - 1 + —— + 1 +-..I 
" TT I (- 3)',+ 1 5,,+ l (— 7)',+ 1 I

et cette inégalité ne peut pas être améliorée.

Le théorème se déduit immédiatement du théorème I 
(comme nous l’avons dit, ce théorème est vrai aussi pour 
les fonctions complexes d’une variable réelle), au moyen 
de la proposition suivante:

Thé or èin e VI : A toute fonction bornée f0 (.r) (—œ <æ <oo), 
qui possède une intégrale bornée d’ordre n, fn(x), on 
peut toujours construire une fonction périodique <7n(æ), 
telle que

I borne | | — borne | | | < E

(h = 0, 1,2, • • • n)

où e est un nombre positif quelconque, donné d’avance.

Nous abordons la démonstration de ce théorème en 
nous assurant que les fonctions h\x) — fh(x) sont 

bornées, c’est-à-dire que les bornes supérieures mentionnées 
dans le théorème sont finies; nous emploierons une méthode 
tout à fait analogue à celle utilisée dans la démonstration 
du théorème I; aussi ne ferons-nous que l’indiquer som­
mairement.

il suffit de considérer les fonctions réelles /¿(a?).
Posons

où c est choisi assez grand pour que

(i) par y’” (x) nous entendons une fonction dont l’intégrale est g" ^(.r).
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c • > Mn et c • n ! > Af0.

Alors, dans les points x — 0, 1, • • • n, le polynome q(x) 
prend des valeurs de signes alternes, et les valeurs abso­
lues sont plus grandes que Mn\ par conséquent, la diffé­
rence q (a-) — ^(x’+a) prend aussi des valeurs de signes 
alternés, et nous voyons que cette différence a au moins 
un zéro entre deux consécutifs de ces nombres, et cela 
quel que soit le nombre a. Le nombre total de zéros ne 
peut pas excéder n (car la n-ième dérivée c-zi! — /0(.r+u) 
est toujours positive) et la différence a donc exactement 
un zéro entre deux consécutifs des entiers 0, 1, • • • n.

De cette propriété nous concluons que

borne | q' (.r) |
0 < x <rt

puisque, sans cela, il serait possible de choisir le nombre 
a de telle manière que q(x)— fn(x-\-a) aurait trois zéros 
entre deux entiers consécutifs.

Alors, en employant cette limitation, nous pouvons 
trouver une borne de J/n2, et ainsi de suite. Donc, il 
existe une constante finie A = A(n, Mo, Mn), telle que

|/*nÅ)(æ) I < A (— OC <æ < oc; k = 0, 1, • • • n).(1)

Nous allons maintenant donner la démonstration du 
théorème, en construisant une fonction périodique gn L (.f), 
telle que

(i) L’ évaluation de A est sans intérêt pour nous; il faut mentionner 
que, par cette méthode, on peut améliorer les inégalités dues à A. Gorny 
(Acta mathematica 71 (1939), p. 317) et à H. Cartan (Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences 208 (1939), p. 414) entre les bornes supérieu­
res des dérivées successives d’une fonction définie sur un intervalle fini; 
au lieu de q (x) il faut prendre un polynome de Tchebyscheff convena­
blement normé: a cos (n arc cos bx).
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lim borne I gh L(æ) I — borne I fh(x) 1=0 L->oo I I > I I

(/i = 0, 1, • • • n; i7h>L(æ) = <7n”Lh)(æ))

et nous démontrerons que pour gn L(x) nous pouvons 
prendre la fonction n fois dérivable, qui possède la période 
2L, et qui dans l’intervalle —L<x<L ne s’écarte de 

X2

e L • fn(x) que d’un polynôme de degré n.
Xa

Posons e L ■ fn(x) = gn L(x), et supposons L> 1.
La dérivée d’ordre n — h s’écrit

-- 1 xp

Î,P,

où S signifie une somme finie, c¡ est une constante numé­
rique, 0<q, 0 </><(/+ 1 et h<r<n; la justesse se voit
immédiatement par

Pour |x|<L on

induction.

a < max / 1,xp 
Lq

X2

9h,L(^~e L ’ 

d’où, premièrement

donc

_x!
9h,L^-~e L -/h(æ)|<

• borne max ' 1, I X I }

où B = B (n, Mo, MJ est une constante (comme h ne peut 
prendre que (zi+ 1) valeurs différentes, on peut choisir B 
indépendant de /i), et secondement, pour x —

g'h'L(±B) — e L-fh(±L)\<e A •£ | c. | < 4
e

donc
g*h,L(±D\<
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Dans l’intervalle — L<x<L, nous posons g0 L(x) = 

i7o,L(x) —«o avec a0 = — \ g*0,L(x)dx = — [g*tL(L)-

par quoi nous obtenons que \ gljL(x)dx = 0,
J—L

c’est-à-dire que gQ L(x) prolongé périodiquement a une inté­

grale périodique. Pour g^L(x) nous prenons \go,L(x)dx, 
où la constante d’intégration est choisie de manière que 

\ g{ L dx = 0; g2 L (.r) = \ </, L dx avec\ g2 L dx = 0, et ainsi 
•'—L »—L
de suite, jusqu’à gn L(x), qui doit être simplement une 
intégrale de gn_i>L(x).

Nous avons, pour | x | < L et h = 0, 1, ••• (/?— 1)

h — 1 
X«1

(/»-I)’

De cette formule de récurrence on déduit

“*=^7 7?+1 ’
/,<?

oii S est une somme finie, r/. une constante numérique et 
1 <q<k+ 1.

Posons enfin an = 0.
De l’évaluation de | £ (± fû | on obtient

|«J< y l'Gl-.,1, = ^•(A + B)-S|</,.|
—— ' e ej,q

et alors, dans l’intervalle | x | < L
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a0 h I ql 
/i! (A-ïj!

< (/i + 1 ) • ■ (A + ß) • inax { S I d. | J
e h

ce qui nous montre qu’il existe une constante C = C (n, Mo, 
M ), telle que

i LnI Uh l(x) 9h,iSx^ < L ‘ G
e

uniformément pour L>1, h — 0, 1, ••• n et |rr|<L.
Conformément à la méthode de construction gn L(x) 

(prolongé périodiquement) est une intégrale périodique 
d’ordre n d’une fonction périodique g(} L(x), et il ne nous 
reste qu’à vérifier la proposition

lim borne | gh L(x) | — borne | fh(x) | = 0. 
L->œ

Dans l’intervalle —L<x<L on a

X2

X2

= 0.

Enfin nous voyons que

X2

= 0

et comme gh L(x) a la période 2L on en déduit

borne e
|x| < L 1

^\9h,L-9h,L 

0’2

r-A(Olim borne gh L (x)

9h,L^—e L *4^)1 S
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<|/’/l(.r) I et, x étant fixe, tout point x va
X2

entrer dans l’intervalle |.v|</. et e L convergera vers 1.
La démonstration de notre théorème est ainsi complète­

ment achevée.

Indleveret til Selskabet den 21. Marts 1911.
Færdig fra Trykkeriet den 25. August 1941.
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Einleitung.

In dieser zweiten Mitteilung1) über Pyrenderivate soll 
über die Ergebnisse berichtet werden, die bei der Re­

duktion des Nitropyrens erhalten wurden.
3-Nitropyren wird in einfachster Weise durch Nitrierung 

von Pyren in Eisessig mit der berechneten Menge konz. 
Salpetersäure dargestellt, und die Reduktion von Nitropyren 
zu Aminopyren nach den bekannten Methoden gestaltet 
sich auch sehr leicht. Dagegen sind die aus der Benzol­
chemie bekannten Zwischenstufen der Reduktion: Nitroso-, 
Azoxy-, Hydroxylamino, Azo- und Hydrazo-verbindungen 
in der Pyrenreihc bisher nicht beschrieben worden. Das 
Ziel der vorliegenden Untersuchungen war, diese Stoffe dar­
zustellen und ihre Eigenschaften zu studieren. Es ist uns 
bisher jedoch nicht gelungen, sämtliche Zwischenstufen zu 
isolieren; trotz vieler Bemühungen fehlen in der genannten 
Reihe noch die Azo- und die Hydrazoverbindungen.

Ein solches Ergebnis kann nicht überraschen. Die 
Nitrosubstitute mehrkerniger Kohlenwasserstoffe weichen in 
ihrem Verhalten gegenüber Reduktionsmitteln beträchtlich 
von den Nitro-benzolkohlenwasserstoffen ab. Die Anzahl 
der Literaturangaben über partielle Reduktion solcher Ver­
bindungen ist verhältnismässig gering; es geht jedoch aus 
den vorliegenden Arbeiten klar hervor, dass die Reduktions-

1) Erste Mitteilung: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. 
XVIII, 9 (1941).

1*
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verfahren, die sich in der Benzolchemie bewährt haben, oft 
andersartige Reaktionen hervorrufen, wenn sie auf mehr­
kernige Nitrokohlenwasserstoffe angewendet werden. Zur 
Erläuterung soll hier eine kurze Übersicht über solche 
Untersuchungen gegeben werden, und zwar sollen dabei die 
Ergebnisse der von uns vorgenommenen, entsprechenden 
Versuche mit Pyren hinzugefügt werden.

1. Kaliumhydroxyd und A1 k o h o 1.

Bekanntlich wird Nitrobenzol von alkoholischem Kali 
in Azoxybenzol überführt. a-Nitronaphthalin liefert, 
mit alkoholischem Kali gekocht, einen Teer, aus dem kein 
kristallisiertes Produkt gewonnen werden kann. Mit kaltem 
methylalkoholischem Kali behandelt, gibt a-Nitronaph- 
thalin wasserlösliche Substanzen, die nicht durch Reduk­
tion, sondern durch Umlagerung entstehen (Kaliumsalz des 
Naphtochinonmonoxims1). Dagegen wird ß-Nitronaph- 
tlialin von kaltem methylalkoholischem Kali überhaupt 
nicht angegriffen, während beim Kochen etw'as — ungefähr 
30 °/0 d. Theor. —- Azoxynaphthalin neben grösseren Men­
gen wasserlöslischer Produkte entsteht2). 9-Nitroanthra- 
cen wird von methylalkoholischem Kali in Anthrachinon- 
monoxim umgelagert. Es konnte keine Reduktion fest­
gestellt werden3). Auch 9-Nitrophenanihren erleidet 
hauptsächlich Umlagerung. Es entstehen jedoch kleine 
Mengen von Azo- und Hydrazophenantliren4).

Nitropyren, in alkoholischer Lösung einige Zeit mit 
Kaliumhydroxyd gekocht, liefert hauptsächlich Azoxv- 

‘) Meisenheimer, Ann. 355, 299 (1907).
2) Meisenheimer & Witte, Ber. 36, 4164 (1903).
3) Meisenheimer, Ann. 3*23, 205 (1902).
4) Meisenheimer, Ann. 355, 307 (1907).
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py ren. Es ist jedoch schwierig, in dieser Weise reines 
Azoxypyren zu erhalten. Die ausgeschiedenen, sehr schwer 
löslichen Körper, welche unter variierenden Versuchsbedin­
gungen isoliert wurden, waren zwar einander sehr ähnlich 
— ihr Stickstoffgehalt betrug immer 5,9 bis 6,1 °/0 — konnten 
aber nicht reines Azoxypyren sein, da dessen Formel 
6,28 °/0 N verlangt. Aller Wahrscheinlichkeit nach bestan­
den die Niederschläge aus Molekülverbindungen von Azoxy­
pyren und Nitropyren: Eine Verbindung aus 1 Mol. Azoxy­
pyren und 1 Mol. Nitropyren enthält 6,06 °/o N. Bei zweck­
mässiger Durchführung der Reaktion konnte jedoch schliess­
lich Azoxypyren in reinem Zustand und mit befriedigender 
Ausbeute erhalten werden.

2. Zinkstaub und alkoholisches Kaliumhydroxyd.

Nitrobenzol liefert Azo- und Hydrazobenzol. cc-Ni- 
tronaphthalin wird in einen Körper von unbekannter 
Konstitution verwandelt. Daneben entsteht etwas a-Naph- 
thvlamin1). ß-Nitronaphthalin erzeugt eine gelbe Lösung, 
die, mit Luft geschüttelt, einen roten Niederschlag liefert, 
der aus mehreren sauerstofffreien Verbindungen besteht. 
ß-Azonaplithalin konnte aus dem Gemisch isoliert werden. 
Es muss also angenommen werden, dass primär u. a. 
Hydrazonaphthalin entstanden ist2). 9-Nitro pli en an- 
thren wird mit geringer Ausbeute zur entsprechenden 
Azoverbindung reduziert3).

Nitropyren wird beim Kochen mit Zinkstaub und 
Kaliumhydroxyd zum grössten Teil erst als Azoxypyren 
ausgefällt und darauf langsam — vermutlich auf Grund

1) Wacker, Ann. 317, 375 (1901); Cumming & Steel, J. Chem. Soc. 123, 
2464 (1923).

2) Meisenheimer & Witte, Ber. 36, 4153 (1903).
s) Schmidt & Strobel, Ber. 36, 2508 (1903).
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der Schwerlöslichkeit dieser Substanz — weiter reduziert. 
Es bildet sich hauptsächlich Aminopyren. Daneben ent­
stehen mehrere Körper, die nicht isoliert wurden. Die nur 
schwach gefärbte Lösung wird in Berührung mit der Luft 
dunkel grün; Hydrazopvren kann somit kaum als die sauer­
stoffempfindliche Komponente der Lösung in Frage kommen.

3. Zinkstaub und Ammoniumch 1 orid in Alkohol 
(+ Wasser).

Aus Nitrobenzol entsteht Phenylhydroxylamin. «-Ni­
tronaphthalin wird sukzessiv in Azoxy-, Azo- und Hydra- 
zonaphthalin überführt, wenn die Reaktionstemperatur 
zwischen 70 und 75° gehalten wird. Beim Kochen entsteht 
a- Naphthylamin1).

Nitropyrcn wird bei anhaltendem Kochen zum Amin 
reduziert. Es ist jedoch augenfällig, dass die Reaktion über 
Zwischenstufen verläuft, und man kann den Prozess derart 
leiten, dass die entstandene Lösung hauptsächlich Hy- 
droxylaminopyren enthält. Es ist aber bisher nicht gelungen, 
diese Substanz aus der Lösung zu isolieren, da sie sich 
während der Aufarbeitung in andere Stoffe verwandelt. 
Führt man dagegen die Reaktion so aus, dass man zu 
einem Gemisch von Nitropyrcn und Zinkstaub Äther und 
eine wässrige Lösung von Ammoniumchlorid gibt, die etwas 
freies Ammoniak enthält, kann mau eine ätherische Lösung 
erhalten, die beim Eingiessen in Benzin kristallines, ziem­
lich reines Hydroxylaminopyren liefert.

4. A1 k a 1 i s u 1 f h y d r a t e.

Nitrobenzol wird in der Kälte zu Phenylhydroxylamin 
reduziert; in der Siedehitze entsteht Anilin, cc-Nitronaph-

) Cumming & Steel, loc. cit. 
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thalin1) und ß-Nitronaphthalin2) werden bei 0° von 
alkoholischem Ammoniumhydrosulfid in die Hydroxylamine 
überführt; beim Erhitzen entstehen die Amine.

Nitropyren wird beim Sieden von Natriumhydrosulfid 
in wässrigem Alkohol zu Aminopyren reduziert (zweck­
mässige Methode zur Darstellung des Aminopyrens, Ann. 
531, 109 (1937)). Jedem, der diesen Prozess ausführt, muss es 
jedoch klar werden, dass die Reduktion in zwei Stufen ver­
läuft: Wenn man zur heissen Suspension von Nitropyren in 
Alkohol die Sulfidlösung gibt, geht das Nitropyren schnell und 
unter bedeutender Wärmeentwicklung in Lösung; aber erst 
nach etwa zweistündigem Sieden ist die Aminbildung beendet. 
Das Zwischenprodukt ist zweifelsohne Hydroxylaminopyren. 
Es wurde indessen festgestellt, dass Natrium- oder Ammo­
niumhydrosulfid auch bei niedriger Temperatur das Nitropy­
ren zum Amin reduziert; es gelang somit nicht, die Reduk­
tion an der Hydroxylaminstufe zum Stillstand zu bringen.

Aus dieser Übersicht geht hervor, dass wir als direkte 
Reduktionsprodukte des Nitropyrens äusser dem Amin nur 
Azoxy- und Hydroxylaminopyren haben nachweisen kön­
nen. Viele andere Reduktionsmittel wurden versucht, 
jedoch ohne Erfolg. Das Amin konnte mit den verschieden­
sten Reduktionsmitteln erzeugt werden: Katalytische Re­
duktion, Reduktion mit Stannochlorid (auch wenn im Unter­
schuss zugesetzt), Natriumamalgam u. v. a. Elektrolytische 
Reduktion war erfolglos; es entstand ein schwarzer, kristal­
lisationsunfähiger Teer.

Nach unseren Erfahrungen erzeugen alle Reduktions- 

b Willstätter & Kubli, Ber. 41, 1936(1908).
2) Baudisch & Fürst, Ber. 50, 3*24 (1917). 
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mitte], die Nitropyren überhaupt angreifen, immer etwas 
Aminopyren, das an der intensiv blauen Fluoreszenz sei­
ner Lösungen leicht erkennbar ist.

Es gelang uns, äusser den oben erwähnten Reduktions­
produkten noch das Nitrosopyren darzustellen, allerdings 
auf eine ganz unerwartete Weise. Die gewöhnliche Methode 
zur Darstellung der aromatischen Nitrosokohlenwasser­
stoffe: Oxydation des entsprechenden Arylhydroxylamins, 
versagte in diesem Falle trotz zahlreicher Versuche. Als 
wir aber die Eigenschaften des Hydroxylaminopyrens nach 
anderen Richtungen hin untersuchten, stiessen wir aid’ das 
Nitrosopyren.

Es war unsere Absicht zu untersuchen, ob die Um­
lagerungsreaktion des Phenylhydroxylamins in p-Amino- 
phenol auf Hydroxylaminopyren übertragen werden kann. 
Diese Umlagerung wird durch Mineralsäuren bewirkt, am 
besten durch Schwefelsäure, die die wenigsten Neben­
reaktionen hervorruft. Als wir nun eine Hydroxylamino- 
pyren-lösung mit Schwefelsäure vermischten, entstanden 
augenblicklich zwei Substanzen, von denen die eine sich 
leicht als das Sulfat des Aminopyrens identifizieren liess, 
während die andere, ein roter, sehr schön kristallisierender 
Körper, sich als Nitrosopyren erwies.

Statt einer Umlagerung hat also die Säure eine Dispro­
portionierung bewirkt:

2 C16H9 • NHOH -> C16H9 • NO + C16H9 • NH2 + H2O.

Eine solche Disproportionierung eines Arylhydroxyl­
amins ist unsers Wissens nicht früher beobachtet worden. 
Doch ist die Beobachtung Bambergers1), dass Phenyl-

*) Bamberger & Brady, Ber. 33, 274 (1900). 
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hydroxylamin in luftfreier, wässriger Lösung in Gegenwart 
von Natriumhydroxyd Azoxybenzol und Anilin liefert, 
wohl so zu deuten, dass zuerst zwei Mol. Hydroxylamin 
ein Mol. Anilin und ein Mol. Nitrosobenzol ergeben, worauf­
hin sich das Nitrosobenzol sofort mit Phenylhydroxylamin 
unter Bildung von Azoxybenzol umsetzt. Diese letzte 
Reaktion tritt nicht in saurer Lösung ein. Der Unterschied 
zwischen dem Phenyl- und dem Pyrenylhydroxylamin 
besteht also darin, dass die Disproportionierung des letzt­
genannten auch in saurer Lösung stattfindet. Die Um­
lagerung Hydroxylamin-»- Aminophenol konnte beim Pyren- 
abkömmling nicht nachgewiesen werden, sei es nun, weil 
sie nicht stattfinden kann, oder aber weil die Dispropor­
tionierung so schnell verläuft, dass die gebildete Oxyamin­
menge minimal wird.

Die fehlgeschlagenen Versuche, Nitrosopyren bei Oxyda­
tion des Hydroxylamins zu gewinnen, finden durch die 
Disproportionierung ihre Erklärung: das sofort gebildete 
Amin wird zu einem Anilinschwarz-ähnlichen Körper 
oxydiert, und Nitrosopyren wird — wie die Versuche 
zeigen — von kalter, schwefelsaurer Chromsäurelösung 
rasch weiter oxydiert.

Weitere Versuche, um die noch fehlenden Verbindungen 
Azo- und Hydrazopyren zu erhalten, sind zurzeit im Gang.

Beschreibung der Versuche.

I. Nitropyren und alkoholisches Kali. Darstellung 
von Azoxypyren.

Beim Erhitzen einer Suspension oder einer Lösung von 
Nitropyren in Alkohol, die Kaliumhydroxyd enthält, wird 
die anfangs gelbe Lösung bald dunkel; nach einiger Zeit 
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setzt sich ein brauner, sehr schwerlöslicher Niederschlag 
in Flocken ab, und das Nitropyren verschwindet. Obgleich 
die Versuchsbedingungen zunächst in vielfacher Weise 
variiert wurden — verschiedene Alkohole und verschiedene 
Kalikonzentrationen wurden verwendet — wurden Produkte 
erhalten, deren Stickstoffgehalt ziemlich konstant war, aber 
keiner einfachen Formel entsprach. Die folgenden Ergeb­
nisse wurden ermittelt:

Stickstoffgehalt der ausgeschiedenen, umkristallisierten 
Produkte: In Äthylalkohol bei variierender Kalikonzen­
tration 5,88, 5,95, 6,04, 6,06, 5,94 °/0; in n-Propylalkohol 
5,84, 5,99 °/0; in n-Bulylalkohol 5,90, 5,99 °/0; in Isoamyl­
alkohol 5,90, 5,98 °/0.

Die Formel des Azoxypyrens verlangt 6,28 °/0 N. Es 
dürfte somit ein Gemisch vorliegen. Wiederholte Um­
kristallisierungen führten nicht zu einer Trennung der 
Produkte. Aller Wahrscheinlichkeit nach hatte das gebildete 
Azoxypyren mit noch vorhandenem Nitropyren eine Mole­
külverbindung der zwei Komponenten gebildet, die wegen 
ihrer Schwerlöslichkeit nicht weiter reagieren konnte. Ein 
direkter Beweis hierfür konnte jedoch nicht erbracht werden, 
da auch das reine Azoxypyren in Alkohol so schwer löslich 
ist, dass das Zusammengiessen gesättigter Lösungen der 
beiden Stoffe keinen Niederschlag hervorruft.

Schliesslich stellte sich heraus, dass annäherungsweise 
reines Azoxypyren erhalten werden kann, wenn eine 
Lösung von Nitropyren in siedendem Alkohol mit hin­
reichend viel Kaliumhydroxyd versetzt wird. Die Darstel­
lung des Azoxypyrens gelang in befriedigender Weise nach 
der folgenden Vorschrift:

Eine Lösung von 10 g Nitropyren in 1250 ml siedendem 
Alkohol wurde mit einer Lösung von 55 g Kaliumhydroxyd 



Pyrenstudien. II. 11

in 125 ml heissem Alkohol versetzt und auf dem Wasser­
bade unter Rückfluss gekocht. Nach etwa 15 Minuten begann 
die Ausscheidung des Azoxypyrens, und nach einer Stunde 
war die Reaktion beendet. Der Niederschlag wurde auf 
dem Filter zuerst mit Alkohol, dann mit Wasser und schliess­
lich wieder mit Alkohol gewaschen. Ausbeute 6,5 g. Das 
Produkt wurde zur Reinigung mit 100 ml Äther gründlich 
ausgekocht und dann aus etwa 1 1 Xylol umkristallisiert. 
Es wurden auf diese Weise 4,0 g braune Kristalle erhalten, 
die bei 264° korr, schmolzen und sich bei Erhöhung der 
Temperatur um wenige Grade unter Luftentwicklung 
zersetzten.

Die alkoholische Mutterlauge des Rohproduktes fluores­
zierte intensiv blau (Anwesenheit von Aminopyren).

Analyse.

Gef. 85,9 °/0G; 4,15 °/0H; 6,37 °/0 N.
Ber. für C32H18ON2: 86,1 °/0C; 4,07 °/0 H ; 6,28 °/0 N.

Die Reduktion des Nitropyrens zum Azoxypyren verlief 
etwas schneller mittels einer alkalisch-alkoholischen Lösung 
von Glukose:

5 g Nitropyren wurden in 700 ml heissem Alkohol gelöst 
und auf etwa 70° abgekühlt; danach wurden 5,5 g Trau­
benzucker, in wenig Wasser gelöst, hinzugefügt, und end­
lich wurde mit einer Lösung von 5 g Kaliumhydroxyd in 
5 ml Wasser versetzt. Nach wenigen Minuten schied sich 
das Azoxypyren als gelbroter Niederschlag mit einer Aus­
beute von 3,0 g ab; Schmp. nach Umkristallisieren aus 
Xylol 263° korr.

Analyse.

Gef. 85,6 °/0 C; 4,17 °/0H; 6,22 °/0 N.
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Azoxypyren ist in allen gewöhnlichen Lösungsmitteln 
sehr wenig löslich und wird deshalb von den verschiede­
nen Reduktionsmitteln sehr langsam angegriffen. Am leichte­
sten wird es zum Amin reduziert, wenn das flockige Rohpro­
dukt mit alkoholischem Ammoniumhydrosulfid erhitzt wird. 
Wenn die Substanz in Form kompakterer Kristalle vorliegt, 
ist es praktisch unmöglich, sie in Reaktion zu bringen.

Äusser bei den erwähnten Prozessen kann das Azoxy­
pyren auf folgende Weisen erhalten werden: durch Re­
duktion von Nitrosopyren mittels alkoholischen Kalis, 
durch Oxydation von Hydroxylaminopyren mit Sauerstoff 
und durch Zusammengiessen der Lösungen von Nitroso­
pyren und Hydroxylaminopyren.

II. Nitropyren und Zinkstaub + Ammonium­
chlorid.

Die Klarlegung der Vorgänge bei der Einwirkung von 
Zinkstaub auf Nitropyren in alkolisclier Lösung erwies 
sich als sehr schwierig; einige hierbei gewonnene Erfah­
rungen sollen im folgenden nicht unerwähnt bleiben.

Eine Lösung oder Suspension von Nitropyren in Alkohol, 
dem etwas Ammoniumchlorid oder Ammoniakwasser zuge­
setzt ist, wird von Zinkstaub in der Kälte langsam, beim 
Erwärmen schneller reduziert. Wenn die Luft nicht aus­
geschlossen wird, entsteht dabei Azoxypyren, das nur sehr 
langsam weiter reduziert werden kann. Wird der Zutritt 
von Luft verhindert, erhält man schliesslich eine hellgelbe 
Lösung, die hauptsächlich Hydroxylaminopyren neben 
einer kleinen Menge Aminopyren enthält. Wird die Lösung 
sehr lange gekocht, erhält man das Amin als Hauptprodukt. 
Die Reduktion tritt schneller ein, wenn etwas freies Am­
moniak neben dem Ammoniumchlorid zugegen ist.
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Die alkoholische Lösung des Hydroxylaminopyrens wird 
vom Luftsauerstoff ausserordentlich schnell zu Azoxypyren 
oxydiert. Die beinahe farblose Lösung wird in Berührung 
mit der Luft augenblicklich rot, und das flockige Azoxy­
pyren scheidet sich an der Oberfläche der Lösung ab. Da 
es nicht gelang, das Hydroxylaminopyren aus der alko­
holischen Lösung zu isolieren, versuchten wir, es mittels 
Benzaldehyds abzufangen. (Bekanntlich gibt Phenylhy­
droxylamin mit Benzaldehyd eine Verbindung

C6H5 • N:CH • C6H5).
Ö

Wir erhielten dabei auch einen Niederschlag, der sich aber 
als die Schiff-Base aus Benzaldehyd und Aminopyren erwies. 
(Schmp. 122°; Analyse: Gef. 90,7 °/0 C; 4,98 °/'o H; 4,75 °/0 N. 
Ber. für C23H15N : 90,5 °/0C; 4,96 °/0H; 4,59 °/0 N.) Zum Ver­
gleich wurde diese Verbindung aus Aminopyren hergestellt, 
und die Identität der beiden Substanzen wurde sichergestellt.

Es wurde versucht, das Hydroxylaminopyren beim 
Fällen der alkoholischen Lösung mit Wasser zu isolieren. 
Es fiel ein nur schwach gefärbter Niederschlag aus, der 
sich aber nach wenigen Minuten in ein Gemisch von Azoxy­
pyren und Aminopyren verwandelt hatte. Der von Bam­
berger beobachtete Zerfall des Phenylhydroxylamins in 
Azoxybcnzol und Anilin in Gegenwart von wässrigem 
Kaliumhydroxyd tritt hier offenbar schon mit kleinen Men­
gen Ammoniak schnell ein.

In ätherischer Lösung verläuft die Luftoxydation des Hy­
droxylaminopyrens beträchtlich langsamer als in alkoholi­
scher Lösung. Zwar wird die ätherische Lösung schnell rot; 
aber es dauert 15—30 Minuten, ehe die Ausscheidung des 
auch in Äther schwer löslichen Azoxypyrens anfängt. Zur 
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Darstellung des Hydroxylaminopyrens ist es aus diesem 
und noch anderen Gründen zweckmässig, die Reaktion in 
Äther durchzuführen. Um das sichere Gelingen dieses 
Verfahrens zu gewährleisten, ist es aber notwendig, die 
unten beschriebenen Bedingungen ziemlich genau zu er­
füllen. Das betrifft im besonderen die zur Reaktion not­
wendige Menge der wässrigen Lösung von Ammonium­
chlorid und Ammoniak: Eine wesentlich grössere oder 
kleinere Menge hindert oder verzögert die Reaktion in 
hohem Grade.

Wenn die Isolierung des reinen Hydroxylamins er­
wünscht ist, verfährt man in folgender Weise:

Drei ScHLENK-Röhren1), I, II und III, werden so ver­
bunden, dass zwischen I und II ein Waltefilter und zwischen 
II und III ein Jena-Glasfilter eingeschaltet ist. In I werden 
2 g feingepulvertes Nitropyren, 3 g Zinkstaub (von guter 
Qualität), 1 ml einer wässrigen Lösung, die aus 2 Vol. 
25 0/0 Ammoniumchlorid und 1 Vol. konz. Ammoniak­
wasser besteht, und endlich 30—40 ml Äther angebracht; 
Rohr II wird mit 75 ml Leichtbenzin (Sp. 60—70°) be­
schickt, und die ganze Apparatur wird mit sauerstoff­
freiem Stickstoff gefüllt. Die Reaktion tritt von selbst oder 
bei leichtem Schütteln des Rohres ein und wird durch 
zeitweises Schütteln gefördert. Nach 15—30 Minuten ist das 
Nitropyren verschwunden und die rote Farbe der Lösung 
in eine gelbliche verwandelt. Dann wird diese Lösung in 
das Benzin filtriert. Es scheidet sich sofort ein gelber Nieder­
schlag ab, der bald hellbraun wird. Das Produkt wird 
filtriert, mit etwas in Rohr II unter Stickstoff eingeführtem 

’) Schlenk & Thal, Ber. 46, 2843 (1913); Houben-Weyl, Bd. IV, 960. 
(Leipzig 1924).
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Benzin gewaschen und in einem Stickstoffstrom auf dem 
Filter getrocknet. Ausbeute 1,2 g. — Die Mutterlauge 
scheidet beim Stehen an der Luft etwa 0,2 g Azoxypyren 
ab, das bei Oxydation des in der Mutterlauge verbliebenen 
Hydroxylamins entstanden ist.

Das Hydroxylaminopyren zersetzt sich sehr unscharf bei 
etwa 200°.

Analyse.

Gef. 81,8 % C; 4,81 °/0 H; 6,09 °/0 N. 
Ber. für C^HnON: 82,4 %C; 4,72 °/0 H ; 6,01 °/0 N.

Benötigt man nur eine ätherische Lösung von Hydro­
xylaminopyren, so gestaltet sich die Darstellung wesentlich 
einfacher:

In einem grossen Reagenzrohr werden 5 g feinpulveri­
siertes Nitropyren, 8 g Zinkstaub und 3 ml der oben er­
wähnten Ammoniumchlorid-Ammoniaklösung mit 75—100 
ml Äther übergossen. Nach kurzem Rühren mit einem 
Spatel fängt der Äther an zu sieden. Lässt die Reaktion 
nach, rührt man wieder kurze Zeit; wird sie zu lebhaft, 
muss mit Wasser gekühlt werden. Wenn die rote Farbe 
verschwunden ist, ist die Reaktion beendet, und die Lösung 
kann leicht vom Zinkschlamm abgegossen werden. Sie 
kann zu verschiedenen Reaktionen verwendet werden:

a) » Pyren-cupferron «. Beim Eingiessen einer äthe­
rischen, ammoniakhaltigen Lösung von Hydroxylamino­
pyren in eine ätherische Lösung von Amylnitrit fällt augen­
blicklich ein gelber, kristallinischer Körper aus. Aus 5 g 
Nitropyren konnten auf diese Weise 3,5 g erhalten werden. 
Es handelt sich um das »Pyren-cupferron«, C16H9.N(NO)- 
onh4.
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Die Analyse musste mit dem Rohprodukt ausgeführt 
werden, weil es uns nicht gelang, ein zum Umkristallisieren 
geeignetes Mittel zu finden.

Analyse.

Gef. 69,1 % C; 4,97 °/0 H; 14,5 % N.
Ber. für C16H13O2N3: 68,8 °/0 C; 4,66 °/o H; 15,0 % N.

Die Verbindung ist in Wasser sehr schwer löslich. Die 
Fällung der Eisen- und Kupfersalze konnte folgender­
massen ausgeführt werden: In Aceton, das ein wenig Eis­
essig enthält, löst sich die Substanz mit gelber Farbe, und 
die Lösung hält sich beim Zusatz von 1 Vol. Wasser klar. 
Ein Tropfen Ferrichlorid erzeugt darin sofort einen volu­
minösen, dunklen Niederschlag, ein Tropfen Kupfersulfat­
lösung dagegen einen hellbraunen.

b) Lässt man eine Lösung von Hydroxylaminopyren in 
Äther ruhig an der Luft stehen, scheidet sich langsam und 
in quantitativer Ausbeute Azoxypyren in reinem Zustand aus.

c) Die Lösung kann zur Darstellung des Nitroso- 
pyrens durch Reaktion mit verdünnter Schwefelsäure ver­
wendet werden.

Die Darstellung des Nitrosopyrens gelingt am besten mit 
kleinen Substanzmengen. Eine ätherische Lösung von 
Hydroxylaminopyren, aus 5 g Nitropyren wie oben be­
schrieben dargcstellt, wird schnell unter kräftigem Rühren 
in ein Becherglas gegossen, das 100 ml mit 100 ml Äther 
überscliichteter etwa 6-n Schwefelsäure enthält und mit 
Kohlendioxyd gefüllt ist. Es entsteht eine wässrige Suspen­
sion von Aminopyrensulfat und eine orangefarbene äthe­
rische Schicht. Nach der Trennung der Schichten schüttelt 
man die Wasserphase nochmals mit Äther aus. Die ver-
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einigten Ätherauszüge werden mit Wasser gewaschen, ge­
trocknet und eingedampft. Der Rückstand wird aus Alkohol 
umkristallisiert, wobei man das Nitrosopyren in pracht­
vollen, roten Nadeln erhält. Ausbeute 1,2—1,3g, Schmp. 150°.

Aus 1 g Nilropyren konnte 0,4 g (Rohprodukt) erhalten 
werden, während man aus 10 g nur 1,5 g gewann.

Analyse.

Gef. 82,8 °/0 C; 3,96 % II; 5,92 °/0 N.
Ber. für C16H9ON: 83,1 °/0C; 3,90 °/0 II ; 6,06 % N.

0,202 g Nitrosopyren, in 25,1 g Benzol gelöst, erniedrigte 
den Schmelzpunkt des Benzols um 0,175°. Daraus ergibt 
sich das Molekulargewicht des gelösten Nilrosopyrens zu 
231 ; aus der Formel wird 231 berechnet. Das Nitrosopyren 
ist somit in dieser Lösung völlig monomer.

Die Farbe der Lösungen ist rotorange, ungefähr wie die 
einer Chromsäurelösung. In ganz dünner Schicht hat die 
gelbe Farbe einen deutlich grünen Stich.

Reaktionen des Nitrosopyrens.

Eine alkoholische Lösung von Nitrosopyren, mit wäss­
rigem Ammoniumhydrosulfid kurze Zeit erwärmt, liefert 
Aminopyren.

Eine alkoholische Lösung, mit ein wenig Kaliumhy­
droxyd versetzt, gibt nach kurzer Zeit bei etwa 50° Azoxy- 
pyren. Versetzt man die alkoholische Lösung mit Diäthyl­
amin und kocht kurze Zeit, wird auch Azoxypyren erhalten.

Eine ätherische Lösung von Nitrosopyren mit der äqui­
valenten Menge einer ätherischen Lösung von Hydroxyl- 
aminopyren vermischt, liefert in quantitativer Ausbeute 
Azoxypyren.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 5. 2
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Beim Kochen einer alkoholischen Lösung von Nitroso- 
pyren mit Cyanessigester wurde ein Kondensationsprodukt 
gewonnen, wahrscheinlich C16II9 • N : C(CN) ■ COOC2II5, das 
jedoch nicht näher untersucht worden ist.

In der Hoffnung, Azopyren zu erhalten, haben wir 
Nitrosopyren und Aminopyren in Eisessig erhitzt. Es ent­
stand eine schwarze Masse, aus der kein kristallisierbarer 
Körper isoliert werden konnte.

Indleveret til Selskabet den 23. April 1941. 
Færdig fra Trykkeriet den 3. Juli 1941.
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1. Introduction.

The first account of experiments with the object of 
producing nuclear fission with artificially accelerated 
charged particles was published by Gant [1]. Using deu­

teron beams of 8 MeV from the cyclotron in the Cavendish 
Laboratory in Cambridge, Gant obtained detectable fission 
effects in uranium, but he did not attempt a quantitative 
determination of the cross-section for the process. In view 
of the desirability of a closer study of the problem and 
especially of testing the theoretical considerations developed 
bv Bonn and Wheeler [2], further experiments were 
carried out by the writers by means of the cyclotron con­
structed in the Institute of Theoretical Physics at Copen­
hagen and recently described by one of us [3]. In these 
experiments, of which a preliminary account has already 
been published [4], deuteron beams up to 9,5 MeV were 
used and cross-sections for fission in uranium and thorium 
for varying deuteron energies were measured. In particular, 
it was found that the value of the relative fission cross­
section for thorium and uranium at 9 MeV deuteron energy 
was about 0,7, in close agreement with the value obtained 
independently by Krishnan and Banks [5] in the Cavendish 
Laboratory. In the present paper, a fuller account of the 
method used in our experiments and of the results obtained 
is given together with a closer comparison with the theore­
tical expectations.

1*
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2. Experimental method.

The irradiation of the thorium and uranium samples 
was carried out within the vacuum tank of the cyclotron 
since the deflecting field was not sufficient to bring the 
deuteron beam outside the tank wall. The targets were 
inserted and removed from the cyclotron by means of a 
vacuum lock which, besides avoiding air penetration into 
the tank, had the advantage that the targets could be brought 
close to the deflecting electrode, where the cross-section of 
the beam is smallest. This part of the arrangement was 
described in the earlier paper [3].

In most of the experiments with uranium, the target was 
a thin layer of metallic uranium supported on a sheet of 
aluminium. The target was prepared by evaporation of 
metallic uranium in the form of powder from a tungsten 
ribbon in vacuum. The thickness of the uranium layer 
was determined by weighing one of the targets; the amount 
of uranium in the other targets was then determined 
relatively to this one by counting the ß-particles emitted by 
the samples. The thickness of the uranium layers used was 
about 0,5 mg per cm2. For the experiments with thorium, 
a quantity of thorium in the form of powder was available. 
Still, attempts to obtain a layer of metallic thorium by 
evaporation were unsuccessful because, what was soon 
found, the powder consisted mainly of thorium oxide. The 
thorium targets finally used in the experiments were in 
all cases “thick” targets obtained by compressing thorium 
oxide.

The target holder is shown in Fig. 1. The targets are 
fastened by screws in the positions aj, a2, a3 and a4 on 
the four sides of a brass block supported by a brass tube.
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The latter is insulated by a pyrex tube from an outer brass 
lube which slides through a rubber gaskctt (not shown 
in the figure) so that the target holder can be moved in 
and out and rotated. The outer brass lube supports a 
cylindrical brass case with four openings, cx, c2, c3 and 
c4, facing the four sides of the brass block; the energy of

beam

5 cm
Fig. 1.

the deuterons hilling the target can be varied by covering 
the openings in the case with aluminium foils. The space 
inside the brass case is divided into four partitions by 
copper sheets. Facing the targets, aluminium foils of 
thickness 6,5 mg per cm2 used for collecting the fission 
products could be placed in the positions bx, b2, b3 and b4. 
The ß-ray activity of the fission products was measured by 
a counter connected to a scale-of-eight amplifier. The 
slopping power of the window of the counter corresponded 
to 4 cm of air, the solid angle occupied by the window, 
as seen from the radioactive source measured, was about 
Vio" 4ir.

1 he deuterons in the beams used had energies up to 
9,5 MeV. 1 he total beam current was 0,1—0,2 microamp., 
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which was sufficient for the experiments; with larger cur­
rents the cooling of the targets would also have caused 
difficulties with the present arrangement. The energy 
distribution of the deuteron beam was determined by

Fig. 2.

Fig- 3.

energy in MeV

placing aluminium foils in the beam and measuring the 
transmitted current; the connection between range and 
energy was obtained by use of the range curves given by 
Livingston and Betiie [6]. The ordinates of the curve a 
in Fig. 2 indicate, for one of the deuteron beams used, 
the part of the beam current with energy greater than the 
values plotted as abscissae. The corresponding energy 
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distribution b, shown in Fig. 2, is obtained by differentiation 
of the absorption curve a. The distribution thus obtained 
is given by the dotted line. For the evaluation of the results, 
however, the curve shown by the full line was used. Il 
will appear from the later discussion of the results that 
the difference between the two curves is insignificant.

In Fig. 3 are shown the energy spectra a, b and c 
obtained in a similar way when aluminium foils with 
thickness 6,75, 13,5 and 20,25 mg per cm2 were placed in 
the beam. As seen from this figure, the energy spread of 
the beam is slightly increased by the absorbing foils because 
the reduction in energy produced by a given foil increases 
with decreasing energy for the deuterons. The influence of 
straggling and of the inhomogeneity of the absorbing foils 
is so small in proportion to the measured energy spread 
that it can be disregarded. The energy distribution depends 
upon the particular shims inserted in the gaps in the pole 
pieces of the cyclotron magnet (see [3] p. 13) and, each 
time when a change had been made in the arrangement 
of shims, a new determination of the energy distribution 
had, therefore, to be made.

3. Yield of fission as a function of deuteron energy.

The procedure used in the determination of the yield 
of fission products as a function of the deuteron energy 
was to irradiate two targets of uranium or thorium with 
deuterons with different energies but with the same beam 
current and to measure the ratio of the amounts of fission 
products collected. For a definite length of the time of 
irradiation, the decay curves obtained with different deu­
teron energies run very nearly parallel. In relative determ- 
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inations, it was thus sufficient to measure the activity of 
the fission products at some definite time after the end of 
the irradiation. In the actual experiments, this time was 

90 minutes.
During the irradiation, which lasted for 40 minutes, 

the target holder was kept in constant rotation in order to 
eliminate the influence of the fluctuations in the beam 
current. The rate of rotation was about 1 revolution in 
5 seconds, which was sufficient to ensure that each oí the 
four sides of the target holder received the same number 
of deuterons. The two uranium targets used were “thin” 
targets made by evaporation of uranium on aluminium 
and measured in the way mentioned above. It was found 
that the uranium amount on the targets, which we shall 
refer to as uranium I and uranium II, were in the ratio 
I:H = 1:1,08. They were placed in the two positions in 
the target holder denoted by ax and a2 in Fig. 1. In the 
position a3 was placed an aluminium sheet without uranium 
and, facing all three targets, were placed the collecting foils 
bx, b2 and b3. The activity of b3 gave a control on the 
activity of the collecting foils produced by neutrons and by 
scattered deuterons; this activity was found to have a 
period of about 10 minutes due to the formation ol 
27 Mg (27A1 (n, p) 27Mg), but it was not strong and, 90 
minutes after the end of the irradiation, it had completely 
disappeared. The activity of bx and b2 at that time was 
then a direct measurement of the number of fission part­
icles collected. In the position a4 of the target holder was 
placed a copper sheet which was used as a current inte­
grator to obtain a relative measurement of the total number 
of deuterons for comparison with other experiments; the 
amount of 64Cu (period 13 hours) produced during the 
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irradiation is proportional to the total number of deuterons 
hitting the target.

Table I gives the data from one of the experiments.

Table I.

Target Thickness of 
absorbing foil

Activity of collecting 
foil (90 minutes after the 

irradiation)

1. Uranium I.............. 13,5 mg/cms 14,0 counts per min.
2. — II.............. 20,25 6,4 — — —
3. Aluminium................ 6,75 — 0 _ — —

I no collecting foil; activity
4. Copper....................... 0 ! of the copper target itself

1 in relative measure: 620

At first we consider the case of the target 2 which was 
hit by deuterons with the upper limit 8,4 MeV (Fig. 3 c); 
here the conditions are simple, because almost the whole 
fission effect can be ascribed to deuterons with energy near 
the upper limit. In fact, in other experiments with deuteron 
energies below 8 MeV a fission effect was found, which 
was small compared with that found with 8,4 MeV 
deuterons. This shows, firstly, that the effect due to fission 
by neutrons is small, and, secondly, that the elfect found 
with the target 2 can be ascribed to deuterons in the energy 
interval 8,0 to 8,4 MeV. The fission effect for deuterons 
in this energy interval is overestimated, since part of the 
elfect is due to deuterons with smaller energy; but the error 
is without influence on the results obtained for higher 
deuteron energies. From the energy distribution curve 
(Fig. 3 c) it is found that 38 °/0 of the beam lies in the 
region between 8,0 and 8,4 MeV ; the activity observed 
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was 6,4; now, if the whole beam had been lying in this 
region, then the effect would have been 6,4:0,38 = 17.

We then consider the case of the target 1, which was 
hit by deuterons with the upper limit 8,75 MeV (Fig. 3 b). 
The effect 14,0 is at first corrected to 14,0-1,08 = 15,1 due 
to the difference in the thicknesses of the targets. In the 
same way as before, we can neglect the effect due to 
deuterons with energies smaller than 8,0 MeV and ascribe 
the whole effect to deuterons in the two regions 8,0—8,4 MeV 
and 8,4—8,75 MeV; from the energy distribution curve 
(Fig. 3 b) it is found that 31 °/o and 36 °/0 of the beam lie 
in these two regions, respectively. The deuterons in the 
region 8,0—8,4 MeV must give the effect 17-0,31 = 5,3 
and the deuterons in the other region 8,4—8,75 must then 
give the rest of the effect 15,1—5,3 = 9,8; if now the 
whole beam had been lying in the last region, the effect 
would have been 9,8:0,36 = 27.

The results of this experiment can be summarized as 
follows :

Mean deuteron energy  8,2 MeV 8,58 MeV 
Relative fission yield....................... 17 27

In another experiment, the thicknesses of the foils cx and 
c2 were 0 and 6,75 mg per cm2, corresponding to the energy 
distribution curves in Fig. 2 b and Fig. 3 a, respectively. 
Before comparing with the experiment above we must 
apply a correction to the activities found in this experiment, 
because the activity of the copper target was now only 550, 
measured in the same units as in the former experiment. 
As before, we divide the effect into parts due to deuterons 
in smaller energy regions. The effect of the deuterons in 
the regions 8,0—8,4 MeV and 8,4—8,75 MeV may be cal­
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culated from the figures given above and the energy 
distribution curves. In quite the same manner as just 
described, we get further figures corresponding to the 
regions 8,75—9,1 MeV and 9,1—9,5 MeV.

Table II gives the results of these two experiments.

Table II.

Mean deuteron Relative fission yield
energy of uranium

8,2 MeV 17
8,58 — 27
8,92 — 48
9,3 — 81

The stopping power of the targets was about 5 mm of 
air so that the energy loss of the deuterons in passing 
through the targets was negligible. The results are, there­
fore, an approximation to those which would be obtained 
by bombarding an infinitely thin target with a homogeneous 
beam.

In the experiments with thorium, thick targets of ThO2 
were used, but the method was the same. The results are 
given in Table III.

Table III.

Mean deuteron Relative fission yield
energy of thorium

7,6 MeV 7
8,12 — 12
8,55 — 52
3,92 — 85
9,3 — 175
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It may be stressed that the ligures in Tables II and III 
which refer to “thin” and “thick” targets, respectively, 
give no information about the ratio between the fission 
yields in uranium and thorium under similar conditions. 
Since, however, the fission products are only escaping from 
a thin upper layer of the thick targets and the deuterons 
loose only a small part of their energy in passing through 
this layer, the results are in relative measure also for 
thorium approximately the same which would be obtained 
by using a thin target and a homogeneous beam.

4. Comparison between uranium and thorium.

In some of the experiments with thorium, thick targets 
of U3()8 were placed on the target holder together with the 
targets of ThO2; in this way a comparison between the 
yield of fission from uranium and thorium was obtained. 
In Fig. 4 are shown the decay curves of the collecting 
foils from such an experiment; the data of this experiment 
are given in Table IV.

Table IV.

Target Max. deuteron
energy

Corresp. curve 
in fig. 4

1. ThOo...................................... 9,5 MeV 1
2. U8O8...................................... 9,5 - 2
3. Th()>...................................... 8,75 — 3
4. Copper.................................. 9,5 - 4

Curve 1 gives the activity of the collecting foil facing 
the target 1 (ThO2), corrected for the neutron effect given 
by curve 4. The vertical line in the figure shows the time 
at which the relative activities of the fission products were 
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measured; this was chosen so that the correction due to 
neutrons could be omitted. The mean value of the yield 
from thorium relative to that from uranium of two such 
experiments, which were in very good agreement, was

Fig. 4.

75 °/0. In estimating the ratio for the fission cross-section 
in the two elements it should be taken into account that 
the stopping power in the uranium layer for the fission 
fragments escaping from it will be somewhat larger in 
proportion to the amount of heavy element present. In 
fact, due to the greater relative number of oxygen atoms 
in U3O8 than in ThO2, the stopping power per atom of 
heavy element for the fission fragments must be expected 



14 Nr. 6. J. G. .Jacobsen and N. O. Lassen:

to be about 10 °/o greater in the uranium than in the thorium 
target. We may conclude, therefore, the fission cross-section 
of thorium for 9 MeV deuterons to be about 70 °/0 of that 
of uranium.

5. Absolute value of fission cross-section.

For the determination of the absolute value of the fission 
cross-section a “thin” uranium target was used. The target 
and a collecting foil were placed in the same target holder 
as before, the geometry of the arrangement being slightly 
different from that used in the relative measurements. The 
cross-section cr is determined from

1/2N = D.U.ct, (1)
where

N = number of fission particles produced,
D = — - deuterons falling on target,
U = — - uranium atoms per cm2 of target.

The number of deuterons was determined by measuring 
the beam current; on account of the fluctuations in the 
beam it was somewhat difficult to fix a mean value of the 
current. The uncertainty in the determination of the number 
of deuterons was estimated to be about 25 °/0.

A preliminary determination of N was obtained by 
assuming that the number of ß-particles emitted from the 
fission products within some 10 hours after the end of the 
irradiation was 3 per atom. From a determination of the 
number of ß-particles emitted from the collecting foil in 
this time interval and from the geometry of the arrangement, 
N could thus be determined.
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In this way we got for the deuteron energy 9 MeV the 
value a = 5.10 cm2 mentioned in our first note (4). In 
continuing the work we have, however, attempted to obtain 
a more reliable value for the cross-section by avoiding the 
uncertainties involved in the assumption about the number 
of ß-rays emitted by the fission particles in the time interval 
concerned, as well as in the estimation of the solid angle 
entering in the counting arrangement.

For this purpose experiments were carried out, in which 
a uranium target was irradiated by neutrons, and in which 
the fission particles from the target were counted by a linear 
amplifier. Close to the target a second uranium target was 
placed with a collecting foil; by measuring the activity of 
the collecting foil at a definite time after the end of the 
irradiation a conversion factor was obtained, giving the 
required connection between the measured activity of the 
collecting foil and the number of fission particles produced 
during the irradiation. By measuring the activity of the 
collecting foil with the same counting arrangement as in 
lhe earlier measurements it was further obtained, that the 
knowledge of the solid angle underneath the counter was 
made unnecessary.

'fhe apparatus used in the experiments with neutrons 
is shown in Fig. 5. In a hemispherical ionization chamber 
with radius 2 cm a target Tx consisting of a brass disc 
with a thin layer of uranium hydroxide ((NH4)2U2O7) or 
of metallic uranium was placed at lhe centre; the brass 
disc was connected to the grid of the first valve of a linear 
amplifier. The hemisphere forming the other electrode of 
the ionization chamber was kept at a potential of 500 volts, 
fhe ionization chamber was surrounded by a cylindrical 
screen to shield it against high frequency disturbances.
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Inside the screen the second uranium target T2 was placed 
with a collecting foil, which in this case was a thin lead 
foil (48 mg/cm2) placed in direct contact with the target. 
As a consequence of the geometry of the apparatus the 
number of fission particles received by the collecting foil

will be the same as the number of particles counted by 
the amplifier, when referred to the same amount of uranium 
in the two targets.

The ionization chamber was placed at a distance of 
about 30 cm from the neutron source, a beryllium target 
bombarded by deuterons in the cyclotron. The lime of 
irradiation was 40 minutes as in the earlier experiments. 
In the present experiments, where the activity of the col­
lecting foil was much smaller than in the experiments with 
deuterons, the activity of the collecting foil was measured
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20 minutes alter the end of the irradiation. In a particular 
experiment the following data were obtained: the amounts 
of uranium were 0,92 and 0,20 mg on T2 and rl\ respectively. 
During the irradiation period of 40 minutes 2270 fission 
particles were counted by the amplifier; the activity of 
the collecting foil, when measured 20 minutes after the 
end of the irradiation, was 1,3 in the same unit as used 
previously. This gives for the ratio (number of fission part-

. , 2270 0 92
icles) : (activity of collecting foil) f = ’ q 20 = ^000.

In four experiments with different targets the values ob­
tained for f were f = 8000, 5400, 8600, and 5300 with a 
mean value of f = 7000.

We now return to the determination of the fission cross­
section for deuteron impact. In one of our experiments the 
beam current was 0,045 microamp. during 40 minutes and 
for I) we get thus the value 1) — 6,8-IO14. Further, U was 
1,8-IO18 atoms per cm2, and the activity of the collecting 
foil (corrected for effect of neutrons and scattered deuterons), 
when measured 20 minutes after the end of the irradiation, 
was found to be 170. Thus, 170-7000 fission particles were 
collected on the foil, and the solid angle of the collecting 

foil as seen from the target being - • 4 it , the total number 

of fission particles produced was N = 170-7000-50 = 
6,0-107. From these figures and the equation (1) we get 
therefore cr = 2,4-10 " cm2 as a mean value of the 
cross-section over the deuteron energy interval concerned.

In the experiments the deuteron energy spectrum was 
that shown in Fig. 2 b. From the energy distribution curve 
and from the variation of cr with deuteron energy determined 
above, the cross section cr9 0 for the deuteron energy 9,0 MeV

I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 6. 2 
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can be determined by a simple numerical calculation. The 
result is

ct9 0 = 2,2-1 0-26 cm2 (2)

Besides this experiment we have performed two experi­
ments with lower deuteron energies corresponding to the 
energy spectra in Figs. 3 a and 3 b. These measurements, 
treated in the same way as above, gave values for cr;) 
of about 3-10 2 cm2. On account of the much larger and 

more uncertain corrections due to the influence of (he lower 
part of the energy spectrum these values are, however, 
less reliable than the value (2). From a consideration of 
the probable errors in the various steps in the calculations 
we estimate the uncertainty of this value to be about 50 °/0.

I

6. Comparison of the results with the theory.

The theory of nuclear fission is based on the assumption 
that fission in competition with other nuclear transform­
ations takes place in a highly excited intermediate com­
pound nucleus. In neutron induced fission, this compound 
nucleus is just formed by the temporary capture of the 
neutron by the original nucleus. In deuteron induced fission, 
however, two types of processes of forming a compound 
nucleus must be taken into account. In the one process, 
the intermediate state is formed by the fusion of the whole 
deuteron with the original nucleus while, in lhe other 
process, lhe deuteron breaks up during the impact with 
the result that the proton escapes and the neutron is cap­
tured in lhe nucleus. In lhe former process, lhe excitation 
of lhe compound system will for heavy nuclei be much 
higher than lhe neutron binding energy as well as the 



Deuteron indueed Fission of Uranium and Thorium. 19

critical fission energy. In the latter process, however, the 
excitation will, on the average, be lower than the neutron 
binding energy and, therefore, for almost all nuclei be 
insufficient to produce fission. As pointed out by Bohr 
and Wheeler [2], the intermediate capture of the whole 
deuteron by the original nucleus will, thus, be necessary 
in order to obtain a considerable fission probability by 
deuteron impact.

For the high excitation concerned, the probability of 
fission of the compound nucleus will be almost independent 
of its energy and the fission output will, therefore, vary 
with varying deuteron energy in the same way as the 
cross-section cr0 for the penetration of the deuteron into 
the original nucleus. This cross-section will be approx­
imately given by the formula (see [2], p. 449)

ct0 = ir ZÍ2 e 1 . (3)

R is the nuclear radius, and P is given by

P — (are cos X'/‘— x11 (1 —x) /f) /!• V (4)

where v and E denote the velocity and energy of the 
deuteron, respectively, and Z is the atomic number of the 
nucleus concerned.

The value of R to be introduced into (3) and (4) is 
rather uncertain; but, choosing, in agreement with the 
value given in [2] for uranium

R = 1,45 \ A • IO“13 cm (5)

where A is the atomic weight, we obtain for thorium (Z = 90, 
A = 232) and for the abundant uranium isotope (Z = 92, 

2*
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A = 238) the two curves in Fig. 6 which, at any rate as 
regards the order of magnitude, agree with the fission 
cross-section obtained for both elements by deuterons of 
9 MeV. For a closer comparison of the theory with the

F'ig. 6. The points plotted are the experimental values for the fission cross­
section multiplied by a suitable factor (see text).

experiments, we have by the full and open circles indicated 
the experimental values from Tables II and III, respec­
tively, the scales being in each case chosen in such a way 
that the point for the highest energy falls on the corresponding 
curve. We see that the variation of the fission output with 
energy for both elements approximately corresponds to 
formula (3). For thorium, the agreement is almost perfect; 
for uranium, however, the deviation from the curve is for 
smaller energies rather outside the limits of experimental 
error.

A more sensitive test of the theory can, however, be 
obtained from the consideration of the ratio between the 
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fission outputs in thorium and uranium which, for 9 MeV 
deuteron energy, was found to be 0,7 with an estimated 
uncertainty of few per cent. As regards the theoretical 
expectation for this ratio, it was pointed out by Bohr and 
Wheeler [2] that the excitation of the compound nucleus, 
formed by the fusion of the deuteron with the heavy nucleus, 
is not only sufficient for fission to occur in competition 
with neutron escape, but there will even be a great pro­
bability that fission may take place after the escape of a 
neutron from the compound nucleus. Such successive trans­
formations have been discussed more closely by Bohr [7] 
who estimated the probability of fission of the compound 
nucleus in both steps for uranium to be nearly 1 and for 
thorium to be about 0,8.

In our preliminary note [4], the experimental ratio 
between the outputs in thorium and uranium was regarded 
as a confirmation of the value estimated from the theory. 
Brom the closer discussion of the experiments it appeared, 
however, that the difference of the cross-section for the 
formation of the compound system cannot be neglected 
in such a comparison. In fact, for 9 MeV deuteron energy, 
this cross-section must, as seen from the curves in Fig. 6, 
be expected to be about 25 °/0 greater for thorium than for 
uranium. The theoretically estimated ratio between the 
fission outputs in thorium and uranium should, therefore, 
instead of 0,8 be 1,25'0,8 = 1,0, while the value found 
experimentally was, as mentioned above, only 0,7.

As pointed out to us by Professor Boiir, this rather 
great discrepancy between theory anil experiment seems to 
indicate that a part of the fission effect in uranium, in con­
trast to thorium, has to be ascribed to a process in which 
the deuteron breaks up during the impact and only the 



22 Nr. 6. J. C. Jacobsen and N. O. Lassen:

neutron is captured by the nucleus. In fact, if such processes, 
in spite of the low average excitation of the compound 
nucleus, contribute materially to the fission, we should 
expect a larger effect in uranium than in thorium. Thus, 
as known from experiments on neutron induced fission, 
the critical fission energy is, in thorium, almost 2 MeV 
higher than the neutron binding energy in the compound 
nucleus while, for the abundant uranium isotope (238), 
this difference is smaller than 1 MeV. Moreover, in the 
energy region concerned, where the cross-section of the 
process is less than 1 °/0 of the geometrical nuclear cross- 
section, it is also not excluded that the presence of the 
lighter rare uranium isotope (235), for which the critical 
fission energy is still lower, may contribute sensibly to the 
fission effects observed.

Indications for the correctness of such views are also 
obtained from a consideration of the fission effects in 
thorium and uranium for lower energies. Thus, while the 
variation of the output in thorium agrees closely with the 
theoretical curve in Fig. 6, the values for uranium show, 
as already mentioned, for energies about 8 MeV rather 
large deviations from the curve, just as would be expected 
if a part of the effect in uranium was due to processes more 
probable for lower energies. In Fig. 6 is, by the dotted 
line, roughly indicated the contribution of such processes 
sufficient to ensure an agreement with the theoretical 
expectations regarding the variation with energy of the 
fission effect in uranium for processes initialed by deuteron 
capture as well as the ratio between these effects in uranium 
and thorium.

The experimental material so far obtained is, however, 
not sufficient to settle the last questions. For this purpose,
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experiments over a wider energy region will be necessary. 
It is planned to lake up such experiments as soon as the 
reconstruction of the cyclotron with the object of obtaining 
higher energies and currents is completed.

The present investigation has been carried out at the 
Institute of Theoretical Physics, Copenhagen, and we wish 
to thank Professor Niels Bonn for his continual interest in 
this work and for many helpful discussions on the subject. 
Our thanks are also due Mr. S. Høffer Jensen for valuable 
assistance in the experiments.
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1. Einleitung.

m die LAGRANGEschen Dreieckslibrationspunkte im all-
vJ gemeinen Dreikörperproblem gibt es infinitesimale 
periodische Librationen, wenn die Bewegung auf ein rotie­
rendes Koordinatensystem bezogen wird, das den Anfangs­
punkt im gemeinsamen Schwerpunkt der drei Massen hat, 
und das mit einer Winkelgeschwindigkeit rotiert, die die­
selbe ist wie die Winkelgeschwindigkeit der Massen in der 
absoluten Bewegung. Von solchen Librationen gibt es zwei 
Sorten. Die eine Sorte kann als LAGRANGESche Librationen 
bezeichnet werden, weil sie beim Übergang von dem rotie­
renden Koordinatensystem auf das feste mit den von La­
grange gefundenen Lösungen identisch werden, in Über­
einstimmung damit, dass die Umlaufszeit der Librationen 
dieselbe ist wie die Umlaufszeit des Systems in der abso­
luten Bewegung. Bei der zweiten Sorte Librationen stimmt 
die Umlaufszeit nicht mit der Umlaufszeit in der absoluten 
Bewegung überein; diese Librationen geben deshalb in der 
absoluten Bewegung keine periodischen Bahnen. Die Libra­
tionen dieser zweiten Sorte wollen wir als nich t-Lagrange- 
sche Librationen bezeichnen.

In einer früheren Abhandlung1 habe ich die erwähnten 
Librationen behandelt. Es wurde vorausgesetzt, dass die 
Abstände der Massen von den Librationspunkten unend-

1 Die Erweiterung der LAGRANGEschen Dreieckslösungen im allgemei­
nen Dreikörperproblem [Astr. Nachrichten 5043 und Publikation der 
Kopenhagener Sternwarte Nr. 35 (1920)].

1* 
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lieh klein 1. Ordnung waren. In den Reihenentwicklungen 
wurden keine Glieder mitgenommen, die höher als 1. Ord­
nung waren. Es ging aus der Untersuchung hervor, dass — 
während die LAGRANGESchen Librationen für alle Werte 
der Massenverhältnisse existieren —die niclit-LAGRANGE- 
schen Librationen nur dann existieren, wenn die Massen­
verhältnisse die Gleichung

+ + S «y <0

befriedigen, wo p15 p2 und p3 die Grösse der drei Massen 
angeben, in der Einheit der Gesamtmasse ausgedrückt. 
Diese Bedingung sagt aus, dass der gemeinsame Schwer­
punkt der drei Massen ausserhalb eines Kreises oder auf 
demselben liegen muss, dessen Zentrum im Zentrum des 
gleichseitigen Dreiecks (des Librationsdreiecks) liegt und 
einen Radius besitzt, der nur wenig kleiner ist als der 
Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises. Die Gebiete 
ausserhalb des Kreises, wo der Schwerpunkt liegen kann, 
wenn die Gleichung (1) befriedigt werden soll, ist deshalb 
auf drei ganz kleine Eck-Gebiete beschränkt (Abb. 1). Die 
nicht-LAGRANGESchen Librationen existieren deshalb nur, 
wenn eine der drei Massen dominierend ist. Wenn eine der 
drei Massen gleich Null ist, geht die Bedingung (1) auf 
die im problème restreint bekannte Bedingung

hih2 < ” (2)
über.

Die in der oben zitierten Abhandlung mitgeteilte Unter­
suchung umfasste nur die Berechung der Umlaufszeit in 
den infinitesimalen periodischen Bahnen, wogegen keine 
Untersuchung der Form der Librationsellipsen und ihrer 
Orientierung ausgeführt wurde. Veranlasst durch eine An­
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frage seitens Professor E. Strömgren in Bezug auf die 
Orientierung der Achsen habe ich jetzt die Untersuchung 
wieder aufgenommen. Im folgenden werde ich die erhal­
tenen Resultate über die Verhältnisse der Achsen und ihre 
Orientierung mitteilen. Der Vollständigkeit wegen sind die

LAGRANGESchen Librationsellipsen auch behandelt worden. 
Als Grundlage der Untersuchung dienen die in der oben 
zitierten Abhandlung gefundenen Differentialgleichungen.

2. Die Differentialgleichungen der Bewegung.

Wir lassen die drei Massen mt, ni2 und 7?ï3 zur Zeit 
t = 0 sich in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks 
mit der Seite p befinden und geben den Anfangsgeschwin­
digkeiten solche Werte, dass die drei Massen für immer 
in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks mit der 
Seite p verbleiben. Wir wählen ein Koordinatensystem, das 
den Anfangspunkt im gemeinsamen Schwerpunkt der drei 
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Massen hat, und das mit einer Winkelgeschwindigkeit n 
rotiert, die in Richtung und Grösse mit der Winkelgeschwin­
digkeit übereinstimmt, womit das gleichseitige Dreieck rotiert. 
In einem solchen Koordinatensystem werden die drei Massen 
feste Stellungen einnehmen. Wenn die drei Massen aber aus 
den Dreieckspunkten in andere Punkte in der unmittelbaren 
Umgebung der Dreieckspunkte verschoben werden, werden 
sie kleine Akzelerationen erfahren. Wenn die Koordinaten 
der Dreieckspunkte in dem mit der Winkelgeschwindigkeit 
n rotierenden Koordinatensystem x, y mit (p15 g£), (p2, g2), 
(p3, g3) bezeichnet werden und die Koordinaten der ver­
schobenen Massen mit (xp, yt), (rr2, y2), (x3, g3), so haben 
wir die Gleichungen

+/ïj2x2 + n?3a'3 = 0,

^ií/i + m2i/2 + m3j/3 = 0,

M—n2p3 = 0,

wo
M — 7771 + m2 + 777g .

Wir haben speziell:

"KPi + + 7n3p3 = 0, I

777iÇ1 + 7772 (/2 + 77?3g3 = 0. |

(3)

(4)

(5)

Wenn die Koordinaten der drei Massen im Verhältnis 
zu den Dreieckspunkten mit (§t, rp), (Ç2, î)2)» (^3> hs) 
bezeichnet werden, haben wir:

æi = Pi + 51. 
Ui = + Ri,

æ2 — P2 4“ ^2 >

U-2 ~ Í2 4“ "02 »

æ3 = P3 + ^3, I

! ÍJ/3 — + ^3 ■ I

Wegen (3) und (5) erhalten wir dann:

777^! 4- 7712Ç2 + 7713^3 = 0, 1 

7771 T]1 + 7772 r)2 + 7773 T|3 = 0. J (7)
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Wenn die Entfernungen der Massen von den Dreiecks­
punkten als unendlich kleine Grössen 1. Ordnung betrach­
tet werden, und wenn wir in den Reihenentwicklungen 
nur Glieder bis zur 1. Ordnung inkl. mitnehmen und die

Ordinatenachse des Koordinatensystems einer Dreiecksseite 
parallel legen (Abb. 2), erhalten wir die folgenden Differen­
tialgleichungen für die Bewegung der Massen rnt und m2:

—2 7iTi't—|z72^ —|j/3(l — 2p2)zi2r|1 —||/3p2n2Ti2 = 0, 

p" + 2/?^—^77% —^)/3(l — 2p2)n2£l —1|/3 p2772£2 = 0, 

2t7T|'2—|p1n2^2+^p1 772Ç1+||/3 ppi2^ — j/3 772T|t = 0,

T]'2 + 2 775'2 —^3—-|p^772T]2—^p1 772T|1+|/3p1 77 2 ^2—^J/Sp^?2^ = 0.

(8)
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3. Lösung der Differentialgleichungen.

Wir suchen jetzt Lösungen der Differentialgleichungen
(8) von der Form :

St = 4 eÄi S2 —

hi = t]2 = ß2eÄi
(9)

i

-
(10)

= 0,«1

A

Ä2

Indem Ä = nz gesetzt wird, erhalten wir aus (8) und 
die folgenden vier Bedingungsgleichungen:

— 2r+7|/3(1 — 2u2) B 

;2—“Ul A2 —7|/3UiB 

‘-I

+ |i/ z2-3 + |g1 B2 = 0.

-f |/3U2B2 = 0,

2 z — ~ |/3 U4 B2 = 0,

Wenn es in diesem System linearer, homogener Glei­
chungen Wurzeln gehen soll, die von Null verschieden sind, 
muss die Determinante des Systems gleich Null sein.

Wenn die Determinante berechnet und gleich Null ge­
setzt wird, erhalten wir:

z8 + 2z6 + 1 +y (Ul+ u2 —u? —U1U2 —u2) "4

+ J (|J1 + p2 — |i2 — u2 — H2) z2 = 0,
(11)

eine Gleichung, die zur Bestimmung von z dienen kann. 
Der Kürze wegen schreiben wir:

* = y (l+ + u2 — U? — l+U2 — ut) = y (HiU2 + u2U3 + UiU3),(12)

wonach Gleichung (11) folgender Weise geschrieben werden
kann : z2(z2+l)(z4 + z2 + s) = 0, (13)
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eine Gleichung, die in die folgenden drei Gleichungen
gespalten werden kann:

22 = 0, (14)
z2+l=0, (15)

z4 + s2 + s = 0. (16)

Die erste dieser Gleichungen gibt die Doppelwurzel
z = 0, was einer periodischen Lösung mit unendlich langer 
Periode entspricht. Diese Lösung bedeutet, dass das Massen­
dreieck sich um den Schwerpunkt mit unendlich kleiner 
Winkelgeschwindigkeit dreht.

Die zweite Gleichung gibt das rein imaginäre Wurzel­
paar z = ± i, d. h. À — ± in, also eine periodische Lösung 
mit derselben Umlaufszeit wie der Umlaufszeit des Libra- 
tionsdreiecks in der absoluten Bewegung. Diese Lösung 
stellt die in der Einleitung besprochenen LAGRANGEschen 
Librationen dar.

Aus der dritten Gleichung erhalten wir:

z2 = ~l±l/l~s- (17>

Die Bedingung dafür, dass diese Gleichung rein ima­
ginäre Wurzeln geben soll, ist deshalb

s<^ (18)

oder
lit p2 + p2 Pa + p3 < —. (19)

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, werden die zwei Werte 
von z2 beide negativ. Jeder dieser zwei Werte von z2 ent­
spricht einer periodischen Lösung, für das Plus-Zeichen in 
der Quadratwurzel in (17) eine Klasse langperiodischer, 
für das Minus-Zeichen eine Klasse kurzperiodischer Lö­
sungen. Diese zwei Klassen periodischer Lösungen stellen
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die in der Einleitung besprochenen nicht -LAGRANGESchen 
Libration en dar.

Wir bezeichnen mit er eine positive Zahl, so dass

z = ± zo- (20)

ein Wurzelpaar der Gleichung (13) bedeutet. Wir bezeich­
nen ferner mit A15 A2, Bt, B2 die zu z = io gehörenden 
Integrationskonstanten, und mit A_t, A_2, B_t, B_2 die zu 
z = —io- gehörenden. Periodische Lösungen der Gleichun­
gen (8) können dann in der folgenden Form geschrieben 
werden :

= A1ei0’n' + A_ie-iCTn/, 

71t = B1eiani + B_1e-ian<,

Ç2 = A2eiCTni + A_2e-iCTni, 

712 = B2e^nt + B_2e-ianl.

Die Gleichungen (21) und (22) können umgeformt 
werden :

= «! cos ont + a_t sin ont, 1 
hi — bt cos ont + b_t sin ont, |

= a2 cos ont + a__2 sin ont, |
r)2 = h2coscrní+¿’_2sincrní, | 

wo
«! = A1 + A_1, a_t = z^! — iA_t,
bt = Bt + B_t, b_t = iBt - zB_t,
^2 -d2 “F A_g» zz_ 2 LI2 ’ zA 2»
d2 = B2 + B_{>, b_9 — iB2 — iB_2.

Wir kehren jetzt zu den Gleichungen (10) zurück. Aus 
den drei ersten Gleichungen eliminieren wir A2 und ß2.

(23)

(24)

(25)

(21)

(22)
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Wir erhalten dann eine Gleichung zwischen Ax und Bx:

j|/3 [(1 - u, - 2 p.) ? - 2 |/3 (1 - pj z] A,

l^3 (i—P| —2p2)z

In die Gleichung (26) wird zuerst z ~ i(j, dann z = —iv 
eingesetzt, indem im zweiten Fall Ax und durch A_t 
und B. ersetzt werden. Wir erhalten dann:

(27)

||/3[—(1 — ux —2p2) er2 —z2 j/3 (1 — th) ct] Ax

— q4 “ (t 4 ct2 + ¡/3 (1 — — 2 U2) CT ßx = o,

|j/3 [—(1 — — 2 u2) er3 + z 2 j/3 (1—Ut) ct] A_t 

, /13 9 \ « .3 n .— o’ — (y—|/3<1 -th-2u2)ct

Aus den Gleichungen (27) und (28) und den vier ersten 
der Gleichungen (25) ergeben sich zwei reelle Gleichungen :

3 — 9
4 j/3(l — lh~ 2 th) ^¿h+^G — th)'7«-!.

+ (o'4 - (y U1) a2) Zh +-| )/3 (1 — th-2 u2) ct &_t (29)°,l
||/3 (1 — th —2th)CT2a_1—1(1 —th) cra1

+ (ct4-^43——/3"(1 —^-2p2)ct51 = 0. (30)

Die Gleichungen (29) und (30) dienen zur Bestimmung 
von bt und b_t als Funktionen von at und a_t, die als 
arbiträre Konstanten betrachtet werden können.

Aus der ersten und der dritten Gleichung (10) erhalten 
wir ferner:
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^3p2B2 = A-

2pa>
(31)

In diese Gleichungen setzen wir zuerst z =■ io und dann 
z = — zct ein. Im zweiten Falle werden Bv, A2, ß2 
durch A_t, B_r, A_2, B_2 ersetzt. Es ergeben sich dann 

die vier Gleichungen:

2 j/3 P2A2 —

||/3u2A_2 =

i2cr—jl/3 (1 — 2|j0)
4

, 3
+ 4.

— z 2ct —j/3 (1
4

2u2)

|/3(l-2u2) ßt,

||/3U2B_2 — z 2 c -H — |/3 ( 1 2 p2)
4

(32)

Aus den zwei ersten Gleichungen (32) und den sechs 
ersten Gleichungen (25) erhalten wir: 

|j/3p2a2 = 2aa_l-|/3(l-2p2)a1-^2+^/)1, 

11/3 P2 a_2 = — 2 ct a t — 11/ 3 ( 1 — 2 p2) a_t — (ct2 +i > 

die zur Bestimmung von a2 und a_2 dienen können. In 
entsprechender Weise ergeben sich :

11 3 p2b2 = — ^ct2 a1 — 2CTb_t —1|/ 3 (1 — 2u2) »

|l/3Uäi>_2 = (ct2 ‘»abi— |j/3(l — 2m2)Z>_1,
(34)

woraus b2 und b_2 bestimmt werden können.
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Nachdem die Koordinaten von und /n2 bestimmt 
sind, können die Koordinaten von m3 mit Hilfe der Schwer­
punktsintegrale (7) bestimmt werden.

Wir setzen :
Ç3 = a3cosCT7?i + a_3sincrnf, |
T|3 = b3 cos ont + b_3 sin ont, |

und erhalten für die Bestimmung der Koeffizienten a3, a_3, 
Z?3, Z?_3 die folgenden Gleichungen:

bi öi + U2a2 + U3Ö3 =

Ui + U2 «_2 + U3 a_3 = 0,
Ui by H- p2 Z?2 “T P3 b3 — 0,

Ui b_t + p2 Z?__2 + p3 b_3 — 0.

In der weiteren Untersuchung wird es notwendig sein, 
die LAGRANGESchen und die nicht-LAGRANGESchen Lösun­
gen getrennt zu behandeln.

4. Die Lagrangeschen Librationsellipsen.
Das Wurzelpaar z = ± i befriedigt die Bedingungsglei­

chung (13) für alle Werte der Massen. Es werden deshalb 
entsprechende Librationsellipsen für alle Massenwerte exi­
stieren. Um diese Librationsellipsen zu bestimmen, müssen 
wir in die oben abgeleiteten Formeln 0=1 einführen.

Die Gleichungen (29) und (30) werden dadurch in die 
folgenden zwei übergeführt:

||/3 (1 — — 2p2) «i + |(1 —pt) a_i—|(1 — Pi)5i

+ |j/3(l — Pi — 2p2)ü_i = 0, (37)

||/3 (1 — Pi —2p2) a_i —1(1 — Pi) Oi —1(1 — Pi)Z>_i

— f-j/3 (1 — Pi —2p2) ¿i = 0. (38)
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Wir wollen diese zwei Gleichungen zur Bestimmung 
von b{ und b_x benutzen, indem wir für at und u_L 
bestimmte Werte annehmen. Man könnte hier = e, 
a_t = 0 setzen, wo e eine unendlich kleine Grösse 1. Ord­
nung bedeutet. Die Berechnung der Ausdrücke für bt und 
b zeigt indessen, dass diese am einfachsten werden, wenn 
man

at = (7p| + 7p| —2p2p3)e,
«_L = o,

setzt.
Mit diesen Werten für at und a_t geben 

gen (37) und (38):
bt = 3|/3(ui-^)e,

= — 8 (p| + P3 + p2 Ub) e •

Wenn wir dann in die Gleichungen (33) a = 1 und die 
Ausdrücke in (39) und (40) einsetzen, erhalten

o2 = (7p| + 7p¡ —2p2p3 —7p2 + p3)E, 

a_2 = 4 |/3 p3e.

Entsprechend geben die Gleichungen (34):

b2 = |/3 (3 pj — 3 p3 — 3 p2 + 5 p3) e, 

ö_3 = — 4 (2 p2 + 2 p3 + 2 p2 p3 2 p2 ^3) 6 •

Endlich erhalten wir mit Hilfe der Gleichu

a3 = (7p| + 7p|—2p2p3 + p2 —7p3)e,

a_3 = — 4 J/3 p2s,

Z?3 = j/3 (3 pf — 3p3 — 5 p2 + 3 p3)g,
b_3 = — 4 (2 p“ + 2p| + 2p2 p3 — p2 — 2p3)e .

Hiermit sind die LAGRANGESchen Librationsellipsen voll­
ständig bestimmt.

| (41)

} (42)

igen (36):

I (43)

(44)

(39)

die Gleicliun-

(40)
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5. Die Nicht-Lagrangeschen Librationsellipsen.
Wir betrachten jetzt z = ± íct als ein Wurzelpaar in den 

für die nicht-LAGRANGEschen Lösungen gültigen Bedin­
gungsgleichung z4 + z2 + s = 0. Die positive Zahl er soll 
also die Bedingungsgleichung

o4 — o2 + s = 0 (45)
befriedigen.

Wir gehen wieder von den zwei Gleichungen (29) und 
(30) aus und wollen mit ihrer Hilfe bt und Z?_L als Funk­
tionen von ax und a_L bestimmen. Nach Umstellung der 
Glieder können diese Gleichungen so geschrieben werden:

^ct4 — ct2 — ^ ( 1 — Pi) ct2^ bi — I j/3 (p2 — p3) CT 5_i

= ||/3 (p2 —p3)CT2ai —1(1 — Pi)CTa_t,

I |/3 (p2 — p3) CThi + (ct4 — Ct2 — | (1 — Pi) ct2) b_i

9 3
= 2 ~ + 4 ~ 0-2 a-i •

Die Gleichungen können noch weiter vereinfacht werden, 
wenn wir

oc = 1 — Pi = p2 + p3, (47)
ß = p2 — p3 (48)

einführen und ausserdem die Gleichung (45) benutzen. Wir 
erhalten dann:

{jCTCT2 + s) Z>i + 11/3 ßCT5_i 

|j/3ßCTf>i- {jCTct2 + s) 5_i |ctctoi4-|-/3 ßCT2^^. i
(49)

Die Determinante des Systems (49) kann durch ct und 
a allein ausgedrückt werden. Die Rechnung ergibt:
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I)

Der Ausdruck für D kann aber in der folgenden Weise 
in Faktoren aufgelöst werden:

Diese Auflösung in Faktoren bewirkt, dass die Aus­
drücke für die gesuchten Koeffizienten ausserordentlich ein­
fach werden. Um die Ausdrücke für die übrigen Koeffizienten 
so einfach wie möglich zu gestalten, wollen wir für und 
a_i die folgenden Werte wählen:

u_L = 0.

(52)

Aus den Gleichungen (49) finden wir dann:

= tJ/3 (n2 —u3)|j2n3e,

-2ct|j2 |j3e,
(53)

ferner aus (33) und (34):

«2 = — |K + 3--u2) u1u3s,
- \ z / (o4)

a_2 = — |z3 crii^gE,

b_2 = CU^gE, J

und endlich mit Hilfe der Gleichungen (36): 

«3 = -9^2 + 3-|p3)r1U2£,

«_3 = j/3 CTIJ^aE,
(56)
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^3 = (o’2 + |+|-(p1 —P2)jpiP2e,

b_3 = cr^il^e.
(57)

Damit sind auch die nicht-LAGRANGEschen Librations­
ellipsen vollständig bestimmt.

6. Die Umlaufsrichtung in den Librationsellipsen.

Wenn eine elliptische Bewegung des Punktes (^,f)) durch 
die Gleichungen

£ — ax cos cof + a_t sin cot, | 
T| — b{ cos cof + b__tsin coi, |

(58)

dargestellt wird, wo co als positiv vorausgesetzt wird, wird 
die Umlaufsrichtung vom Vorzeichen der Determinante

abhängen.

(59)

Wenn D1 positiv ist, wird die Bewegung in positiver
Richtung vorsichgehen, während ein negativer Wert von Dx 
bedeutet, dass die Bewegung retrograd ist.

Wir wollen jetzt die Determinanten berechnen, die den 
drei LAGRANGEschen Librationsellipsen entsprechen. Aus 
(39), (40), (41), (42), (43) und (44) erhalten wir:

Di = — 8(7p2 + 7p¡ —2p2p3)(p2 + p¡ + p2p3)e2, 
Da = — 8 (7 p2 + 7 p2 - 2 p2 p3) (p? + p| + Pi p3) e2, 
D3 = — 8 (7 p¡ + 7 p| — 2 p2 p3) (p2 + p2 4- Pi p2) e2.

(60)

Da die drei Determinanten negative Werte haben, wird 
die Bewegung in den LAGRANGEschen Librationsellipsen 
retrograd sein.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 7. 2
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In ähnlicher Weise berechnen wir die Determinanten, die 
den drei nicht-L.AGRANGESchen Librationsellipsen entspre­
chen. Ans (52), (53), (54), (55), (56) und (57) erhalten wir:

D< = -2ct(ct2 + ^ + ^p^p2p¡£2,

D5 = — 2 ct (ct2 + '[ UÎPh2» >

D6 = — 2CT^CT2+-|+^p^y?p¡g2.

(61)

Auch hier haben die drei Determinanten negative Werte, 
und die Bewegung in den nie h t-LAGRANGESchen Librations­
ellipsen muss retrograd sein.

7. Das Verhältnis zwischen der grossen und der kleinen 
Achse in den Librationsellipsen.

Wenn eine elliptische Bewegung durch die Gleichung 
(58) dargestellt wird, wird das Verhältnis zwischen der 
grossen und der kleinen Achse denselben Werl haben wie 
die grösste Wurzel der Gleichung

= 0, (62)
WO

ff =--------|nj ()

Wenn wir jetzt die für die LAGRANGESchen Librations­
ellipsen gültigen (39), (40), (41), (42), (43) und (44) in 
(63) einselzen, findet man in allen drei Fällen:

g = (64)

wonach (62) das Resultat gibt, dass das Verhältnis 
zwischen der grossen und der kleinen Achse
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in den L a g r a n g es ch en Librationsellipsen gleich 
2:1 ist.

Wenn wir in ähnlicher Weise die für die n ich í-Lagrange- 
schen Librationsellipsen geltenden Werte (52), (53), (54), 
(55), (56) und (57) einsetzen, erhallen wir in allen drei
Fällen :

2aa + 3
<7 = ~ (6d)2 CT

und daraus wieder das Verhältnis zwischen der 
grossen und der kleinen Achse in den nicht- 
L a g R a n g E s c h e n Librationsellipsen:

(86)

Da das Verhältnis für alle drei Ellipsen dasselbe ist, 
müssen die nicht-Lagr ANGEschen Librationsellip­
sen gleichförmig sein.

In der oben zitierten Abhandlung wurde bewiesen, dass 
s nur von der Entfernung zwischen dem Zentrum des Libra- 
tionsdreiecks und dem gemeinsamen Schwerpunkt der Mas­
sen abhängt. Da er nur von s abhängt und f nur von er, 
erhalten wir den folgenden Salz:

Das Ach sen Verhältnis der n i c h t - L A g r a n g e s c h e n 
Librationsellipsen hängt nur von der Entfernung 
vom Zentrum des Librationsdreiecks zum gemein­
samen Schwerpunkt der Massen ab.

8. Das Grössenverhältnis der Librationsellipsen.
Das Produkt der Halbachsen in der elliptischen Bahn, 

die durch die Gleichungen (58) definiert ist, wird gleich 
dem numerischen Wert der Determinante sein. Daraus 
folgt, dass die linearen Grössen von zwei gleichförmigen 

2
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Ellipsen sich wie die Quadratwurzeln aus den numerischen 
Werten der betreffenden Determinanten verhalten.

Für die LAGRANGESchen Librationsellipsen werden ihre 
lineare Grössen sich deshalb wie

: 1/”/^ : I />:, (67)
verhalten.

Wenn wir in (67) die Werte (60) der drei Determi­
nanten einsetzen, erhalten wir das Resultat, dass die linea­
ren Grössen der LAGRANGESchen Librationsellipsen 
sich wie

J/+ p2 p3 + p| : |/p^ + p3 + p| : j/pf + pt p2 + p2 (68) 

verhalten.
In ähnlicher Weise findet man, dass die linearen Grössen 

der nicht - LAGRANGESchen Librationsellipsen sich wie

j/—/>4: |Z—j/—Z>0 (69)
verhalten.

Wenn wir in (69) die Werte (61) der Determinanten 
einsetzen, erhalten wir das Resultat, dass die linearen 
Grössen der nic/d-LAGRANGESchen Librationsellip­
sen sich wie

p2p3:p1p3:p1p2 (70)
d . h . w i e

(71) 
ht U2 63

verhalten, d. h., dass die linearen Grössen der nicht- 
LAGRANGESchen Librationsellipsen sich umgekehrt 
wie die entsprechenden Massen verhalten.

Im problème restreint gibt es bekanntlich keine Lagrange- 
sche Librationsellipse für die unendlich kleine Masse, wäh­
rend nicht-LAGRANGEsche Librationsellipsen um die Libra-
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(72)

(73)0 : 0 : PiUa-

tionspunkte L4 und L5 existieren. Dies eigentümliche 
hältnis findet nun in den oben gegebenen Resultaten 
vollständige Erklärung.

Wenn wir nämlich p3 = 0 in (68) einsetzen, finden wir 
für die LAGRANGESchen Librationsellipsen die Grössenver­
hältnisse: 

Da es nun in der Natur der Sache liegt, dass im pro­
blème restreint die Librationsellipsen der zwei endlichen 
Massen die Grösse Null haben, muss die LAGRANGEsche 
Librationsellipse der unendlich kleinen Masse auch die 
Grösse Null haben.

Setzen wir dagegen in (70) p3 — 0, erhalten wir die Ver­
hältnisse :

Ver-
seine

Das heisst: die nich t-LAGRANGEsche Librationsellipse 
der unendlich kleinen Masse kann sehr wohl eine endliche 
Grösse haben, obschon die nicht-LAGRANGESchen Libra­
tionsellipsen für die zwei endlichen Massen die Grösse 
Null haben.

9. Die Orientierung der Librationsellipsen.
Wenn wir den Winkel zwischen der Abszissenachse 

und einer der Achsen in der elliptischen Bahn (58) mit 0
bezeichnen, haben wir:

tg20 =
+ a_ib_l) 

af + «Li — ’ (74)

Für die LAGRANGEsche Librationsellipse, die von der
Masse mt beschrieben wird, erhalten wir mit Hilfe von 
(39) und (40) :

tg90 = .. .g p22 + 4p2p3 + ^ (75)
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Wenn die Winkel der Achsen mit der Abszissenachse 
mit und t)2 bezeichnet werden, ergibt sich aus (75):

tgÖt =
|/3 (ii^—Ua)
3 (p2 + P3)

(76)

tg62 =
j/3 (p2 b P3)

ha ~h3
(77)

wo 9t sich auf die kleine Achse der Iillipse und 02 sich 
auf die grosse Achse bezieht. Die Richtung vom Librations- 
punkt zum gemeinsamen Schwerpunkt der Massen macht 
aber mit der Abszissenachse einen Winkel, der durch 
eine Gleichung bestimmt wird, die der Gleichung (76) 
entspricht. Wir erhalten somit das folgende Resultat:

Die LAGRANGEseben Librationsellipsen haben 
ihre kleinen Achsen gegen den M a s s e n s c h w e r p u n k t 
gerichtet.

Wenn wir jetzt in (74) die für die nich l-Lagrange- 
sehen Librationsellipsen 
setzen, erhalten wir:

tg20 =

ein-

(78)

geltenden Werte (52),

J/3 (|i3 — ix2)

Um die geometrische Bedeutung von (78) abzuleiten, 
wollen wir die Gleichung aufstellen, wodurch der in Abb. 3 
angegebene Winkel <p bestimmt werden kann. .1/ ist das 
Zentrum des dem Librationsdreieck umschriebenen Kreises, 
und MN ist die Linie von M durch den Massenschwer­
punkt.

<p wird durch die folgende Gleichung bestimmt:

tg<p = ( h3 — ha)
3 (p2 + P3) — 2 '

Aus (78) und (79) erhalten wir nun:
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tg26 = tg<p, (80)

6 — — 4- k • 40°0 (si)

Wenn p2>p3, liegt die grosse Achse der Ellipse im 1. 
und 3. Quadranten, für p2 < p3 liegt sie im 2. und 4. Qua­
dranten.

Für die nicht-LagrANGESchen Librationsellip­
sen liegen die grossen Achsen parallel der Halbie­
rungslinie des Winkels, der von den Linien vom 
Zentrum des Librationsdreiecks zum Massen­
schwer punkt, bezw. zum betreffenden Libration s- 
punkt, ein geschlossen ist.

In Abb. 4 sind der dem Librationsdreieck umschriebene 
Kreis und der Diameter durch den Schwerpunkt gezeichnet. 
P und Q sind die Endpunkte dieses Diameters. Man er­
sieht aus der Abbildung, dass die grossen Achsen der 
Librationsellipsen gegen P gerichtet sind, die kleinen Achsen 
gegen Q.
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Abb. 5.
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Die jiic/îf-LAGRANGESchen Librationsellipsen 
haben ihre grossen Achsen gegen denselben Punkt 
gerichtet, die kleinen Achsen ebenso. Diese zwei 
Punkte sind die Endpunkte des Diameters in dem 
dem Librationsdreieck umschriebenen Kreis, der 
durch den Schwerpunkt gehl. Die grossen Achsen 
sind gegen den Punkt gerichtet, der dem Schwer­
punkt am entferntesten liegt, die kleinen Achsen 
gegen den Punkt, der dem Schwerpunkt am näch­
sten liegt.

Die oben angegebene Regel muss auch für die Libra­
tionsellipsen im problème restreint Gültigkeit haben. In 
Abb. 5 werden das Librationsdreieck und der ihm um­
schriebene Kreis gezeigt. Der Diameter PQ geht durch den 
gemeinsamen Schwerpunkt der zwei endlichen Massen 
1—p und p, und die Librationsellipsen um den Libra- 
tionspunkt L4 müssen deshalb die grosse Achse gegen P 
und die kleine Achse gegen Q gerichtet haben.

Indleveret til Selskabet den 7. Juli 1941. 
Færdig fra Trykkeriet den 31. Oktober 1941.
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I. Introduction.

The old conception of heat as a substance has long ago 
been superseded by other ideas about the “nature” of 
heat. That heat is “motion”, i. e. kinetic energy of the 

elementary particles of matter, has become the view gener­
ally accepted in all modern expositions of thermodynamics. 
The theory which maintains this idea is referred to as the 
“mechanical” or “dynamic” theory of heat.

But, it must be asked, what is it that is interpreted as 
the mechanical energy of the elementary particles of matter? 
The contention that heat is a mode of motion certainly 
conveys some other meaning than merely that of a defini­
tion. If this contention is to possess any physical meaning 
at all, there must exist already a fixed macroenergetic 
heat concept, to which such a microenergetic interpreta­
tion may be applied. In other words: the molecular inter­
pretation of the “nature” of heat must be preceded by the 
unambiguous definition of a macroscopic concept with 
which, from one angle or other, one may wish to associate 
the term “heat”. The significance of such a concept will 
depend upon the rigour and generality of the laws to which 
it is subject.

It is doubtless generally assumed that such a universal 
macroscopic heat definition has actually long ago been 
safely established. At any rate in the numerous expositions 
of thermodynamics and heat theory now existing apparently 
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no uncertainty or vagueness is encountered in the formal 
treatment of the fundamental chapters in which the con­
cept of heat is introduced. A closer analysis, however, will 
show that the formal certitude and assurance which char­
acterise the different methods by which heat, like the 
fundamental concept of work, is introduced in thermo­
dynamics, does not imply a corresponding certainty and 
unambiguity in the logical comprehension of this concept. 
It is not perhaps a mere accident, therefore, that a true 
definition of heat invariably seems to be missing in the 
text books of thermodynamics. There is much to indicate 
that heat is generally regarded as a concept so elementary 
and familiar to the student of thermodynamics that a further 
penetration into its nature and an establishment of the clear 
and unequivocal definition which is otherwise required when 
introducing a new physical concept is not necessary. It is 
undoubtedly as a consequence of this attitude that untenable 
views concerning heat have established themselves, and 
that the development of the heat concept as well as attempts 
to formulate the elementary energetic basic phenomena as 
a whole have not so far been fully successful.

In some previous papers, to which reference will be 
made in the sequel, it has been attempted to give a logical 
description of these elementary basic phenomena. Il has 
been possible to establish a general work principle ade­
quately accounting for an important group of particularly 
simple energetic phenomena. In the cases where the work 
principle is no longer sufficient to describe the phenomena 
encountered there appears another fundamental law which 
can be directly formulated by means of the concept of heat, 
or more especially, of energetic heat evolution. In 
some particular respects this new concept may be described 
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as being identical with heat in the classical sense. In the 
domains in which the classical concepts are obscure or 
intrinsically inconsistent such a conformity will be lacking, 
and the problem will arise of confronting and comparing 
the old ideas with the new.

It is the object of the present paper to formulate and 
consolidate the new concept of heat on the basis of such 
a comparison. While in some fields, for instance in all 
that concerns the heat engine, the doctrines of heat are 
fairly consistently and uniformly presented in the various 
expositions, there are other cases, mostly relating to pheno­
mena of a spatial and chemical nature, in which the for­
mulation and interpretation of the experimental evidence 
regarding heat are widely divergent. In such cases it is 
deemed necessary to supply a more detailed documentation 
in order to elucidate the true character of the classical 
postulates.

II. The Energetic Theory.
1. Work and Energetic Heat Evolution.

In the previous papers1^ the macroscopic changes in 
nature have been shown to consist of two groups of pheno­
mena. The first of these groups comprises the various basic 
processes, i. c. processes which can be described as 
transport of certain “energetic quantities’’ from one 
state to another. Such processes may also be designated as 
partial processes of the first order. The second group com­
prises processes in which energetic quantities are gener­
ated or produced. These we shall describe as partial pro­
cesses of the second order. As shown by experience, how-

1) J. N. Brønsted: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. 
XV, No. 4 (1937) and XVI, No. 10 (1939). Phil. Mag. (7) 29, 449 (1940). 
J. Physical Chem. 44, 699 (1940).
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ever, only the thermal quantity entropy is subject to 
generation. In making this distinction we are essentially 
referring to stationary systems, the relation of the pheno­
mena of motion to the mechanical basic processes, and 
thus to energetics as a whole, being exhaustively dealt with 
in the science of mechanics.

It has further been shown to be characteristic of the 
basic process that the processes described in traditional 
thermodynamics as reversible only consist of partial 
processes of this kind, whereas the irreversible processes 
comprise partial processes of both kinds. Accordingly revers­
ible processes must be considered to be of greater simplicity 
than irreversible processes and should, preferably, form 
the introductory chapter in an exposition of thermodynamics.

Primarily, the various basic processes are characterised 
by the nature and the amount of the quantity transported. 
Furthermore, they are characterised by the states between 
which the transport takes place, the potential in these 
states being the fundamentally decisive property. The re­
lation between quantity and potential is represented by 
the work expression:

SA = (P!-P2) 5K, (1)

where SA is the loss of work associated with the trans­
port of the quantity SK, and Pj and P2 the potentials con­
jugate to this quantity in the initial and final states respec­
tively. For example, in agreement with this general equation, 
we may write for the thermal basic process, which is of 
particular importance in this connection:

8A = (T1-T2)SS, (2)

8S being the amount of entropy transported and Tx and T2 
the thermal potential, i. e. the temperature in the two states 
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between which the entropy transport takes place. It is im­
portant to note that the course of the basic process is de­
termined solely on the basis of its given terminal states, 
independently of the path.

The physical significance of equation (1) is given by 
the work principle, expressed by:

S6A. = 0 (3)

and established as the universal fundamental law for 
reversible processes. Starting from the existing defini­
tion of a quantity, i. e. the existing methods for comparing 
amounts of quantity of the same kind, equations (1) and 
(2) will permit the establishment of a scale for the con­
jugate potential on the basis of a conventional standard 
state. The conformity with (3) which on selection of suit­
able units for the energetic factors involved is generally 
observed for all kinds of work involved in reversible pro­
cesses, is the experimental basis for the validity of the work 
principle.

The expressions set up, in accordance with their form, 
are valid for differential processes, i. e. processes of 
such slight extent that the two potentials involved are not 
appreciably affected in the course of the process. It is 
obvious that the two states 1 and 2, the potentials of which 
enter into the work expression, are of equal importance for 
the determination of the basic process and the magnitude 
of the work. Loss and gain of work are therefore restricted 
to systems in which both these states are included, i. e. 
systems describable as closed with regard to quantity. In 
the traditional treatment “work” is often spoken of in a 
different sense, the supply or removal of a volume Sv (but 
hardly of any other quantity!) being identified with the 
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supply or expenditure of work pSv. This, however, must 
be considered as an unfortunate terminology, since it is 
apt to confuse two forms of energy which are fundamentally 
different in character. The energy of the form P5K involved 
in the communication of a quantity and designated as 
neutral or equipotential energyb is of a purely formal 
character, and excluded from participating in any energetic 
transformation. Only when K is entropy may such neutral 
energy appear in conjunction with the basic process as a 
form of energy for which the energy principle has any 
validity or meaning.

In the special case of Px = P2, i. e. when the transport 
of a quantity takes place between two states in which the 
corresponding potential has the same value, the basic 
process is described as neutral. Such a process may take 
place without being accompanied by other processes. If the 
potentials differ from each other, the basic process is 
described as active, and in that case it will always be 
accompanied by other partial processes, which are either 
of the first or the second order, according to whether the 
total process is reversible or irreversible.

On the view advanced in the present paper, a reversible 
process, when not consisting in a neutral transport as 
described above, will comprise at least two basic pro­
cesses. If each of these takes place in a separate system, 
the system in which the basic process is positive may be 
said to give off work to the system in which the basic 
process is negative. The two systems are said to be in 
work communication. It is obvious that in such a rever-

b Brønsted: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XV, 
No. 4, p. 13 (1937); XVI, No. 10, p. 57 (1939). 
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sible process work received or supplied will generally cause 
alterations of all potentials in the fractional systems in 
question, for which reason there has formerly been a ten­
dency to put a different interpretation on such changes based 
upon the assumption of an intrinsic correlation between 
rise of temperature and evolution of heat. The complete 
reversibility, however, which characterises the phenomena 
described here is only to be found in coupled basic pro­
cesses and will exclude a description which permits the 
participation of any energetic concepts other than work.

For processes of finite dimensions the loss of work is:

* 2
(4)

If the reversible change of the system is made to take place 
in communication with work reservoirs, 2A. for the system 
will be a single-valued function of state. A system which 
remains unchanged with respect to its content of quantity 
can thus be characterised by a work function or po­
tential energy E depending only on the state and given

It is thus possible from the point of view given here to 
offer a uniform and exhaustive description of the reversible 
processes on the basis of the concepts of quantity, potential 
and work, without “heat” entering at any point. More 
especially the reversible thermal processes may be com­
pletely described by means of the simple concepts of 
entropy and temperature. It is only when passing on to 
the irreversible processes that phenomena occur which may 
give rise to the formation of a new thermal concept.
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As already mentioned, the irreversible processes com­
prise processes of both the first and the second order. This 
means that they are composed of basic processes in con­
junction with the generation of entropy. We likewise find 
that the work principle is no longer valid since the total 
loss of work has always the same sign, which is con­
ventionally fixed as being positive. By this convention we 
also obtain a rational fixation of the sign for the partial 
processes constituting the total reversible process as well 
as for the potential differences involved.

Experience having established that irreversible pro­
cesses are characterised by a loss of work and a production 
of entropy, and this experience having been exalted into 
a postulate of unrestricted validity, the next step in the 
analysis must consist in a quantitative comparison of these 
two magnitudes. As the result of such an examination we 
shall find a very simple state of affairs, as long as the 
temperature of the entropy production is constant, the 
amount of entropy produced being proportional to the loss 
of work. Hence, such experiments would warrant the 
assumption of an equivalence of work and entropy, but 
the basis of such an assumption would fail if the temper­
ature at which the entropy is generated, were changed, for 
in that case the same loss of work is found to generate an 
amount of entropy decreasing with increasing temperature. 
In investigating the closer correlation between the three 
magnitudes involved, viz. production of entropy, loss of 
work, and temperature, it must be remembered that ac­
cording to classical thermodynamics the latter is based upon 
an already existing heat conception, at which we have not 
yet arrived by the method adopted here, and that, similarly, 
temperature according to the thermal scale defined in a 
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previous paper1) is based upon a heat definition. Only the 
energetic scale, which rests upon the work principle, is 
independent of the concept of heat and thus available for 
the purpose in question.

However, according to its derivation the energetic scale 
is a scale of temperature differences, i. e. a temper­
ature scale, based upon an arbitrary zero. A temperature 
established on such a conventional basis cannot enter as a 
factor in the expression for a law of nature. Experiments 
on the irreversible evolution of entropy however show the 
following equation to be generally valid:

5 A = T8S" (6)

in which 8 A is the loss of work, irrespective of its nature, 
8S” the increase in entropy during the process, and T the 
absolute energetic temperature. This is defined as 
the energetic temperature read from a zero which is fixed 
on the basis of (6), introducing into this equation the 
experimental values of 8 A and 8S" of a single, arbitrarily 
chosen experiment. The T thus determined is in agreement 
with the Kelvin scale and the thermal scale mentioned 
above.

The result described here may also be expressed in the 
following way: Let t be the temperature in the energetic 

O Brønsted: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVI, 
No. 10, 25 (1939). The thermal temperature T is defined by the equation: 

Ti = ti t"
t2 t2 ? ’

where Ti and T2 are the temperatures in the thermal scale of two heat 
reservoirs Ri and R2 and ti and t2 are empirical changes in temperature 
(or another potential) read on two arbitrary potentiometers in Ri and 
R2 respectively, and caused by a reversible transport of entropy from 
one reservoir to the other. t' and t'z are corresponding changes caused 
by an irreversible heat transport using the same potentiometers as in 
the reversible case. The t’s are supposed to be small. 
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scale read from an arbitrary zero. Let 8A be the loss of 
work and 8S" the production of entropy in a series of 
arbitrary irreversible processes. It is possible then to find 
a number t*, such that the equation:

8A = (t + t*)8S" (7)

is generally satisfied, t + t* is then the absolute temper­
ature of the system, and t* the absolute temperature of the 
conventional zero. It is obvious that 8A and 8S" in equa­
tions (6) and (7) should be expressed in the same units 
as were used in applying the work principle to reversible 
thermal processes.

Equation (6) provides the basis for the creation of a 
new thermal concept. While entropy enters in the rever­
sible thermal processes as a transportable quantity, the 
amount of entropy which leaves the initial state being 
equivalent to the amount of entropy which is received in 
the final state, a similar simple correlation between the 
loss of work and the production of entropy is no longer 
valid in the irreversible processes. What is proportional to 
the loss of work in these processes is not the entropy pro­
duction, but the product of the entropy production 
and the absolute temperature. It is this macroenergetic 
concept, TdS, which is introduced in the energetic theory 
under the term heat, or, more precisely, as the energetic 
heat evolution. Using for this concept the symbol Q", 
we have by definition:

8Q" = T8S", (8)

or by introduction of (6)

8 A = 8Q". (9)

It is true of any physical concept that only in fulfilling 
a certain phénoménologie law or regularity has it acquired 
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an actual meaning or raison d’être. For the heat concept, 
as introduced here, its simple relation to the loss of work 
constitutes this phénoménologie law. Equation (9) ex­
presses this relation as the equivalence of the loss of work 
and the evolution of heat. Only the proportionality of 
these magnitudes is of course directly observable. It is the 
proportionality between the loss of work and the evolution 
of heat manifesting itself irrespective of the nature of 
the irreversible process which in a previous paper 
was introduced into energetics as the equivalence prin­
ciple. There, it was also stated that the equivalence be­
tween heat and work is of a quantitative, bid not of a 
genetic character, the sign of the basic process and of 8Q" 
being always positive. This postulate was introduced into 
energetics as the heat principle.

Combining the work and heat principles we conclude 
that no natural process permits a positive gain of work. 
Work can only be gained at the expense of an equivalent 
amount of work being lost. The task of technical science 
is restricted, therefore, to an efficacious transformation 
of the various types of work, utilizing the potential differ­
ences already existing in nature in conformity with the work 
principle. An exploitation of heat for the purpose of creating 
work is not rendered possible by the laws of nature.

2. The Energetics of Thermal Conduction.

The description of the irreversible processes given above 
is general and theoretically exhaustive. However, in the 
particular case where the quantity transported is identical 
with the quantity generated, inherently novel phenomena 
are bound to occur. These phenomena appear when bodies 
of different temperatures enter into direct thermal contact, 



14 Nr. 8. J. N. Brønsted:

and are identical with the unique and important phenomena 
known as “thermal conduction’’ or “heat transport’’. We 
shall now analyse this process according to the principles 
given above for the irreversible processes.

We consider an entropy reservoir I of the temperature 
Tj in thermal contact with an entropy reservoir II of the 
lower temperature T2, these temperatures being expressed 
in the absolute energetic scale. We suppose the connecting 
thermal conductor to be of such dimensions that the amount 
of entropy which may accumulate in it during the process 
may be disregarded. In this case there must enter into II 
an amount of entropy which is the sum of the entropy 
leaving I and that which is formed in the conductor during 
the thermal flow by virtue of its irreversibility.

Let us suppose that the amount of entropy S passes 
through a cross-section of the conductor in which the 
temperature is T. In the intervening space between this 
cross-section and a neighbouring one of the temperature 
T — tZT a loss of work will take place, which according to
(1) is given by: 8 A = — SdT. (10)

On account of the irreversibility an amount of heat will be 
generated simultaneously in the same interval, which amount 
according to (8) is given by:

8Q" = TdS, (11)

where d S is the entropy produced in the interval.
Introducing the equivalence principle (9), according to 

which loss of work and evolution of heat are equal, we
obtain :

—-Sc/T = TdS, (12)

(13)
or

TS = constant.
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Accordingly, if during the process of conduction the 
amount of entropy given off by reservoir I is SS , and that 
received by reservoir II is SS^, then by (13) these two 
quantities will satisfy the equation:

T^S' = T25S'2. (14)

This result is verified by experiment.
In this equation, as in equation (6), we find a product 

of the form T5S satisfying a law of great simplicity. Just 
as equation (6) supplied the basis for the formulation of 
the concept of heat evolution, and then on creation of this 
concept appeared as an expression of the law of the equi­
valence of heat and work, equation (14) may supply the 
basis for the formulation of the concept of heat com­
munication, according to which this equation appears 
as an expression of the law of the irreversible trans­
portability of heat. If the symbol Q' is used for heat 
communicated, equation (14) can be written as:

so; = 8Qj- (15)

In case Tx and T2 are identical, (14) may also be taken 
as the expression for a neutral transport of entropy in con­
formity with the reversible character of this process.

In the changes which have been described as basic 
processes, we meet with a series of phenomena showing a 
complete mutual analogy. In the transference of heat 
described by (15) a process of quite a different character 
is encountered which is actually unparalleled by any other 
known natural phenomenon. The distinctive character of a 
heat transport as compared with the basic process may be 
illustrated by the statement that heat does not possess the 
character of an energetic quantity. According to the theory 
presented above, however, the process of thermal con-
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duction is not a phenomenon differing by its intrinsic 
nature from irreversible processes in general. On the con­
trary, the analysis of the process of heat conduction given 
above shows how this phenomenon may be split into pro­
cesses of the first and second order as typical of irreversible 
changes in general. Accordingly, the transportability prin­
ciple represented by (14) or (15) is not a self-sufficing or 
independent law of heat, but is based upon the general 
equivalence principle, which in the form of (9) was intro­
duced for its derivation.

In a previous paper1) the heal concept has been intro­
duced on a somewhat different basis, the transportability 
being used as an actual definition of heat. This method 
is entirely justified, but the formulation of the heat concept 
given above possesses an advantage in being based on the 
phenomenon of irreversibility in general as contrasted with 
that of a specific thermal character.

One other essential feature related to the heat transport 
and distinguishing reversible and irreversible differential 
processes from each other should be mentioned. While in 
the reversible transport of a quantity 8K the loss of work 
and the potentials involved in the work expression are given 
by the terminal states of the system in question, the potential 
for the entropy production is not necessarily identical with 
the temperature of the system in which the irreversible basic 
process takes place. It is possible, by means of special 
devices, to cause the production of entropy at an arbitrary 
temperature outside the system, and still from the same 
initial state to reach the same final state, the heat formed 
at a higher temperature being led irreversibly back to the 
system. In that case a loss of work resulting from the heat 

1) D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVI, No. 10(1939).
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transport in conformity with (10) will be added to the loss 
of work which is directly observed as a function of state; 
and to the heat evolution, if the entropy is formed at the 
temperature of the system, an equivalent evolution of heat 
will be added in conformity with (11). If the temperature 
of the system is T and the temperature at which the entropy 
is formed T", the loss of work and heal evolution will, as 
previously shown,b be determined by:

SA = 5Q" = SQln

Since the final state is unaffected by possible differences 
in the mechanism of the process, and since, the entropy 
transported does not belong to the initial state at all, being 
created during the course of the process, the additional 
energetic heat and work phenomena cannot be discovered 
from the properties of the initial and final states. Proof of 
their existence will only be possible through a detailed 
scrutiny of the special mechanism of reaction. It is essential 
to note that this conclusion is true of all kinds of irreversible 
changes.

3. The Fundamental Equation.

According to the above considerations, there are, evi­
dently, two ways in which a system can take up heat. It 
can do so either by generation of heal in the system, 
or by communication of heat to the system. Heat taken 
up in the first of these ways is, as previously mentioned, 
always positive, i. e. heat can only be produced, not con­
sumed. On the other hand communicated heat may ob­
viously be either positive or negative. In either case the 
absorption of heat and entropy is connected by the relation :

1) I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVI, No. 10, p. 40 
(1939).

D. Kg). Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 8. 2
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SQ = T JS. (16)

It is characteristic of heat that is must be associated 
with processes or transformations, not with states. 
The contention of classical thermodynamics that heat is 
not a function of state, as are energy, quantity, and potential, 
also applies, therefore, to the extended concept of heat 
given by (16). Only under special conditions, primarily 
in “heat” or “entropy reservoirs”, is such a dependence 
on state present. On the other hand, the thermal energy 
or the product TS, where S is the total entropy oi the system, 
as well as the analogous products, corresponding to other 
forms of energy, are of course single-valued functions of 
the state of the system.

While the relation between heat and entropy commu­
nication is also accepted in classical thermodynamics, 
either, according to the point of departure, as a definition 
of heat or of entropy, the corresponding relation (8), which 
defines the heat evolution, and the expression (1), which 
defines the loss of work, are characteristic of the energetic 
theory. The equivalence principle (9) between the concepts 
thus established is therefore also foreign to the classical 
treatment. It should be made quite clear, however, that the 
actual content of the general equivalence principle, 
which according to (1) and (8) may be written:

2 (Px—- P2) 5K = T J S", (17)

is quite independent of any terminology by means of which 
the concepts involved are introduced into thermodynamics. 
Undoubtedly the terms “work” and “heat” employed to 
designate the magnitudes entering into equation (17) are 
adequate and consistent. If, however, objections should
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be raised from a traditional point of view against such an 
application of these terms, this will not in the least affect 
the significance of our equivalence principle expressed by 
(17), since this equation is formulated solely by means of 
symbols of fully recognised significance. Regardless of any 
convention the equation represents a general and important 
principle, of which the classical “first law of thermo­
dynamics’’ is only a special case. The genetic description 
of the energetic phenomena presented in the classical 
treatment as the “second law of thermodynamics” follows 
from it merely through the fixation of the sign of the magni­
tudes involved. For the special case of dS" = 0, the equa­
tion represents the work principle introduced for the rever­
sible processes. Taking into account the alternative pos­
sibilities with respect to the changes in entropy, the relation 

becomes: £ (Px —p2) SK = TdS" > 0 (18)

and in this form is an expression of the three fundamental 
laws, the equivalence, heat, and work principles, which 
have previously been advanced as the fundamental laws 
of all macroenergetic phenomena

III. The Classical Phenomenon oí Heat.
1. General Classical Aspects.

The basis of the heat concept, as historically evolved, 
is to be sought in the fact that thermal conduction and the 
simple mixing of substances of different temperatures are 
phenomena which arc compatible with a material concept 
of heat. From investigations into such phenomena J. Black

1) Cf.: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVI, No. 10 
(1939) and Phil. Mag. 29, 449 (1940).

2* 
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succeeded in formulating the vague ideas of earlier times 
into a more well-founded and consistent theory in harmony 
with the conception of heat as a special substance, a cer­
tain elastic fluid which might be led in unchanged quantity 
from one place to another. Actually it is the theory of the 
irreversible transportability of heat that is contained in 
these ideas, but the general idea of the unchangeabilitv of 
heat altogether was created at the same time.

Opposed to this idea of heat as an unalterable sub­
stance there early appeared the rival hypothesis that heat 
was an intestine commotion among the elementary par­
ticles of matter1). Rumford and Davy tried to show that 
heat could be formed by friction2). Carnot, however, seems 
to have been the first to formulate explicitly the supposi­
tion of a transition between heat and work, but his con­
siderations on the subject3) remained unnoticed until long 
after the notion of the transformation, in a fixed propor­
tion, of heat into work had been established by others. 
One of the pioneers in this field was the Danish scientist 
Colding4). It is however to J. R. Mayer and J. P. Joule 
that special credit should be given as the creators of the

1) See e. g. E. Mach: “Principien der Wärmelehre”, 1896; M. Planck: 
“Das Princip der Erhaltung der Energie”, 3. Aufl., 1913.

2) The conclusions drawn by Rumford and Davy on the basis of 
their experiments are subjected to an interesting criticism by William 
Thomson in the article “Heat” in the Encyclopaedia Brittanica, 9th Ed., 
1878. Cf. Math, and Phys. Papers by Sir William Thomson, 3, 113 (1890).

3) S. Carnot: “Sur la puissance motrice du feu” (Réimpression Paris 
1878). Cf.: C. r. 87, p. 967 (1878).

4) L. A. Colding: “Some Theses on the Forces”. The manuscript was 
presented in the Royal Danish Academy of Sciences in November 1843, 
but was not printed until 13 years later in the “Oversigt” of the 
Academy No. 8, 1856. A more elaborate work: “Investigations into the 
General Forces in Nature and their Interdependence” appeared in D. Kgl. 
Danske Vidensk. Selskab. Skr., nat. og math. Afd. 5, II, p. 121 (1851). Cf. 
also Phil. Mag. [4] 27, 56 (1864).
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transformation theory and the theory of the existence of 
energetic equivalence between heat and work1).

It is characteristic of these early contributions to the 
problem of the relation between heat and work that no 
reservation is made with regard to the direction of the 
processes in which the equivalence in question is supposed 
to appear. It is imagined that the inconstancy of heat 
appears both in the case of the production and the con­
sumption of heat. Although the equivalence was not yet 
formulated as an actual “energy principle”, it was the 
notion of reciprocity or equal genetic-energetic value of 
heal and work which dominated the ideas. Thus J. R. 
Mayer writes: “Wie die Wärme als Wirkung entsteht, bei 
Volumensverminderung und aufhörender Bewegung, so 
verschwindet die Wärme als Ursache unter dem Auf­
treten ihrer Wirkungen, der Bewegung, Volumensvermeh­
rung, Lasterhebung ”2). Further, in describing the 
function of the heat engine, he writes: “Der Aufwand von 
Wärme, oder die Verwandlung der Wärme in Bewegung 
beruht nun darauf, dass die Wärmemenge, welche von den 
Dämpfen aufgenommen wird, fortwährend grösser ist als 
die, welche von den Dämpfen bei ihrer Verdichtung an die 
Umgebung wieder abgesetzt wird. Die Differenz giebt die 
nutzbar verwendete, oder die in mechanischen Effekt 
verwandelte Wärme”3). “Die Leistung der Maschine ist 
an ein Konsumo von Wärme unzertrennlich geknüpft.”4)

1) The papers on the subject are of easiest access in: Robert Mayer: 
“Die Mechanik der Wärme”, 1893, and “The Scientific Papers” of J. P. 
Joule, London, 1884—87.

2) Robert Mayer: “Bemerkungen über die Kräfte der unbelebten 
Natur”. Ann. Ch. Pharm. 1842; “Die Mechanik der Wärme”, p. 28.

3) Robert Mayer: “Die organische Bewegung in ihrem Zusammen­
hänge mit dem Stoffwechsel”. 1845; “Die Mechanik der Wärme”, p. 52.

4) Ibidem, p. 54.
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Or, even more precisely: “Wenn wir in dieser Richtung 
vorgehen, und die auf mechanischem Wege entwickelte 
Wärmemenge, sowie die dazu verbrauchte Arbeitskraft 
messen, und diese Grössen mit einander vergleichen, so 
finden wir sofort, dass dieselben in der denkbar einfachsten 
Beziehung, d. h. in einem unveränderlichen geraden Ver­
hältnisse zu einander stehen, und dass das nämliche Ver­
hältnis auch statt hat, wenn umgekehrt mit Hilfe der Wärme 
wieder Arbeitskraft erzeugt wird. Diese Thatsachen in kurze 
klare Worte gefasst, sagen wir: “Wärme und Bewegung 
verwandeln sich in einander”1^.

In the works of Joule we find the same notions: His 
conclusions from his famous experiments on the generation 
of heat in chemical, electrical and mechanical processes 
are not confined to the directly observed phenomenon of 
transformation, but also include the inverse processes, in 
which heat is supposed to be converted into work. Thus in 
a paper presented at the meeting of the “British Associa­
tion’’ in 1843 Joule wrote2): “The quantity of heat capable 
of increasing the temperature of a pound of water by one 
degree of Fahrenheit’s scale is equal to, and may be 
converted into, a mechanical force capable of raising 
838 lb. to the perpendicular height of one foot’’. As another 
typical example of his ideas the following quotation from 
a paper of 1847 may be given3): “The general rule, then, 
is, that wherever living force is apparently destroyed, 
whether by percussion, friction, or any similar means, an 
exact equivalent of heat is restored. The converse of

1) Robert Mayer: “Bemerkungen über die mechanische Äquivalent 
der Wärme”. 1851; “Die Mechanik der Wärme”, pp. 242—43.

2) Scientific Papers of James Prescott Joule, I, p. 123.
3) “On Matter, Living Force, and Heat”. The Scientific Papers of 

James Prescott Joule, I, p. 265.
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this proposition is also true, namely, that heat cannot 
be lessened or absorbed without the production of living 
force, or its equivalent attraction through space. Thus, for 
instance, in the steam engine it will be found that the 
power gained is al the expense of the heat of the 
fire, that is, that the heat occasioned by the combustion of 
the coal would have been greater had a part of it not been 
absorbed in producing and maintaining the living force of 
the machinery. Il is right, however, to observe that this 
has not as yet been demonstrated by experiment. But there 
is no room to doubt that experiment would prove the cor­
rectness of what I have said; for I have myself proved that 
a conversion of heat into living force takes place 
in the expansion of air, which is analogous to the ex­
pansion of steam in the cylinder of the steam engine. But 
the most convincing proof of the conversion of heat into 
living force has been derived from my experiments with 
the electro-magnetic engine, a machine composed of magnets 
and bars of iron set in motion by an electric battery. I 
have proved by actual experiment that, in exact propor­
tion to the force with which this machine works, 
heat is abstracted from the electric battery. You see, 
therefore, that living force may be converted into heat, and 
that heal may be converted into living force, or its 
equivalent attraction through space.” “. . . . The same 
quantity of heal will always be converted into the same 
quantity of living force”.

In his well-known work on the conservation of energy1* 
Helmholtz in the main accepts Joule’s ideas, while at 
the same time he particularly emphasises the mechanical

1) H. Helmholtz: “Über die Erhaltung der Kraft”, 1847. Ostwalds 
Klassiker No. 1.
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conception of heat, free and latent, as “living force” and 
“tensional force” between the elementary particles of 
matter. In support of the idea of the production of “me­
chanical force” at the cost of heat he mentions Joule’s 
experiments on the expansion of air with and without the 
production of work upon the surroundings, and it seems 
that in these experiments Helmholtz sees the realisation 
of such a heat-work transformation. On the whole, a con­
sumption of heat in the production of mechanical work is 
considered a necessary consequence of the law of the con­
servation of energy1^. Although Helmholtz is often held to 
have been the first to express the energy principle as a 
quite general law, applicable to all kinds of energy, he is 
in reality a stranger to the conception of the correlation 
between the different macroscopic forms of energy which 
is the main principle of the energetic theory.

The postulate of a reciprocal transformation of heat 
and work which is proclaimed in these early contributions 
to energetics as verified by experience is mainly based 
upon the fact that a system which undergoes a definite 
change gives off less or takes up more heat if work is done 
upon the surroundings during the process, than if this is 
not the case. That such a postulate can be based on this 
perfectly correct observation is, however, an entirely un­
justified contention, since the observation only concerns 
the numerical, not the genetic correlation between the 
different kinds of energy. Nevertheless, the reciprocity 
postulate has exercised a decisive influence on the entire 
development of the concept of heal, and has been main­
tained, although in a modified form, right down to the

1) Cf. also William Thomson, Mathematical and Physical Papers 3, 
236 (1890).
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present time. To such an extent, indeed, has this idea of 
the conversion of heat into work become an integral part 
of the existing theories, that the historiography of later times 
has not even paused at this primitive fallacy in the establish­
ment of the fundamental laws of thermodynamics. As late 
as 1849 William Thomson questioned the validity of 
Joule’s proof of the reciprocal transformation of heat and 
work. Having acknowledged Joule’s discovery concerning 
the production of heat he adds: “No experiment however 
is adduced in which the converse operation is exhibited”1). 
But this, according to Reynolds2) is the only doubt which has 
ever been thrown on the sufficiency of Joule’s demonstration. 
A modification of this view, however, was introduced shortly 
afterwards by Clausius and by William Thomson himself.

It was only natural that during the time immediately 
following Joule’s fundamental experiments efforts should 
be made to establish a theory of the heat engine, based on 
the new principle of equivalence. The functioning of this 
engine, which seems to correlate heat and work in a parti­
cularly striking and significant manner, had been inter­
preted by Carnot from entirely different points of view. 
While Carnot had regarded a transfer of heat from a 
higher to a lower temperature as the basis of the mechanical 
work done by the engine, the newly established equi­
valence principle seemed to require an expenditure of 
heat as an indispensable condition of the work done. The 
difficulty of reconciling these two ideas was clearly re­
cognised by William Thomson3). It was Clausius who

O William Thomson: Mathem. and Phys. Papers I, p. 102 (1882).
2) Osborne Reynolds: Memoirs of James Prescott Joule, Manchester 

Lit. a. Philos. Soc. 1892, p. 122.
3) W. T homson: An Account of Carnot’s Theory of the Motive Power 

of Heat, Edinb. Trans. 16, 541 (1849).
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first brought forward the alleged solution of this problem 
in advancing a conception of the functioning of the heat 
engine which aimed at reconciling the conflicting ideas.

According to the ideas of Clausius the mechanical pro­
duction of work takes place at the cost of heat, the func­
tioning of the engine being accompanied by an expenditure 
of heat of the same magnitude as the gain of work. In this 
respect there is conformity with the Mayer-Joule principle. 
The new idea introduced by Clausius is that simultane­
ously with this heat-work transformation a compensating 
parallel reaction takes place in which heat is transported 
from a higher to a lower temperature.

In the previous papers the conception of Clausius has 
been subjected to a critical analysis and it will also be 
dealt with in more detail in one of the later chapters of 
the present paper. Here we shall only observe that it has 
exercised a considerable influence on the conception of 
heal as a work-producing form of energy, since not only 
in the case of the thermal process, with which we are 
here concerned, but quite generally “compensating pro­
cesses’’ have been claimed to take place when heat is 
supposedly expended in the production of work. This con­
ception of the work-producing property of heat, which is 
based upon the equivalence principle in its classical form, 
but adds a new feature of an essentially irrational character, 
is still prevalent at the present day. Nevertheless in nume­
rous processes in which a transformation of heat into work 
is claimed to take place, the compensation process, al­
though virtually recognised as necessary, is left entirely 
out of consideration.

As has been previously^ shown, the function of the heal
1) I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XV, No. 4 (1937). 
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engine is easily interpretable on the basis of the work 
principle in conformity with Equation (2)b. It was ex­
plicitly proved that in the thermal process, no expen­
diture of heat takes place any more than in other rever­
sible processes, the idea of heat being conceived in con­
formity with the classical view as representing a form of 
energy. In a later section this question will be more closely 
analysed and illustrated in connection with the discussion 
of the Clausius theory.

As already stated, from a purely phénoménologie angle 
the traditional notion of heat transport and heat com­
munication is in agreement with the ideas of the present 
exposition. This agreement is plainly revealed in equations 
(12) and (13), the validity of which is accepted also in 
classical thermodynamics, where they serve to define the 
concept of entropy. The essence of traditional ideas is the 
postulate that the amount of heat leaving one heat reservoir 
in a process of irreversible thermal communication is 
equal to the amount of heat taken up by the other heat 
reservoir. It is worth noticing, however, that such a postulate 
cannot be advanced as a residí of an empirical observation 
concerning heat, unless this concept has been previously 
defined on a different basis. The actual facts behind the 
classical postulate do not permit a comparison of the two 
amounts of heal entering into the classical formulation, but 
can be expressed by the following postulate:

Il two heat reservoirs, i. e. two material systems open 
to changes by communication of entropy only, are in a 
slate of irreversible thermal communication, this process 
comprising merely the two reservoirs, not the surroundings, 
then the change in one reservoir accompanying a

1) D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XV, No. 4 (1937). 



28 Nr. 8. J. N. Brønsted:

given change in the other reservoir is independent 
of the path by which the thermal communication 
takes place.

If the changes observed in the reservoirs are described 
as due to a transport of heat, then obviously it can only 
be ascertained by experience that a given amount of heat 
lost in one reservoir is always connected with a constant 
amount of heat gained in the other reservoir. Equality 
of these two amounts of heat is outside the possibility of 
experimental verification. The contention, therefore, that 
they are equal, although not justified by any actual de­
monstration, cannot lead to any conflict with experience, 
for on account of the irreversibility of the process of heat 
conduction it is impossible to subject the postulate to any 
experimental test.

Quite different from this, however, is the position of 
the classical theory as regards the phenomena of produc­
tion and consumption of heat. According to the ener­
getic theory, these phenomena should be interpreted in 
conformity with equation (6), which defines the evolu­
tion of heat by means of its relation to the entropy pro­
duced. As previously emphasised, on the classical view 
this equation will not define any amount of heal, except 
in certain particularly simple cases. This is revealed in 
a striking manner by the fact that the “heat evolution”, 
contrary to the production of entropy, is supposed to be 
able to have either a positive or a negative sign. If we ask 
how then is formulated the classical definition of the con­
cept of heat evolution, we encounter however the very 
peculiar fact that classical thermodynamics does not 
contain any general and universally accepted de­
finition whatever of this concept, and that in various 
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quarters entirely different conceptions of heat evolution 
are advocated in the individual cases. Although such a 
lack of clarity is understandable at the moment when the 
very idea of the “conservation of energy’’ is intuitively 
brought into existence and therefore does not in any way 
reduce the importance of the achievements due to the 
creators of the principle of the equivalence of heat and 
work, the persistent absence of clarity with regard to the 
fundamental concepts which characterises the develop­
ment in the succeeding time has had fatal consequences 
in the system of classical thermodynamics.

This uncertainty with regard to the concept of heat is, 
as previously mentioned, closely connected with the fact 
that the traditional treatment of the problem of heat gener­
ation does not make any distinction at all between reversible 
and irreversible processes. From the establishment of the 
equivalence theory right down to modern times, such 
phenomena as heat evolution by elastic compression and 
heat evolution by friction figure as co-ordinated and funda­
mentally identical phenomena. It is in this respect that the 
contrast between the traditional conception and the ener­
getic theory manifests itself in the most marked and striking 
manner.

It is also a remarkable fact that in many domains of 
thermodynamics heat has not yet been entirely disentangled 
from the notions of the caloric theory, which attributes to 
heat the properties of a material quantity. In his well- 
known “Theory of Heat” Maxwell1^ after describing some 
of the properties of heat says: “We have therefore the 
right to speak of heat as a measurable quantity, and 
to treat it mathematically like other measurable quantities

0 J. Cl. Maxwell, “Theory of Heat”, 5 Ed., 7 (1877). 
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so long as it continues to exist as heat”. This statement 
presupposes the possibility of a heat-work-transformation 
and also recognises the fact that heat is not a function of 
state. Nevertheless it is assumed by Maxwell—and this 
assumption is, as will appear from numerous instances 
in recent thermodynamic literature1^, still commonly ac­
cepted — that heat can be treated as a property of a system 
in the sense that by investigating the state before and after 
an irreversible change of the system it would be possible 
to determine the amount of heat developed during that 
change. Such a view is actually the basis of Clausius’ 
theory of the heat engine, of the classical interpretation of 
the transport of heat, and many other energetic phenomena. 
As already stated in chapter II. 3, heat does not, according 
to the energetic theory, possess the character of such a 
property, which is a simple consequence of the general 
definition of heat given by equation (II. 16).

In the following sections the principal basic processes 
i. e. the processes of a spatial, thermal, and chemical 
nature, are considered separately. The treatment com­
prises the necessary documentation with respect to the 
classical conceptions and interpretations of these processes 
combined with a critical analysis based on the view-points 
of the energetic theory.

2. The Spatial Process.

The spatial basic process in its differential form con­
sists in the transference of a volume from one pressure to 
another. The process can be carried out for example by 
the infinitesimal displacement of a piston which separates 
two material states of different pressures. In the integral

1) See e. g. C.W. Miller, “Introduction to Physical Science”, p. 90 (1935). 
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basic process the change of state in question is given finite 
dimensions, whereby also the pressures in the two states 
separated by the piston undergo finite changes. In physics 
processes of this kind are designated in different ways 
according to the nature of the circumstances, for instance 
as expansion, dilatation, compression and contraction.

According to the energetic theory, no caloric or heat 
phenomenon is involved in the reversible course of these 
processes while the irreversible course is accompanied by 
an evolution of heat. The classical interpretation is quite 
different. In order to provide a clear and indisputable basis 
for the subsequent analysis it will be necessary to elucidate 
the historical status by means of a comprehensive docu­
mentation. Therefore we shall first quote a number of 
passages illustrating the ideas of the creators of the energy 
principle, or of authoritative expositions of thermodynamics 
on the subject of the spatial changes in gases or liquids.

J. R. Mayer1), dealing with natural processes in which 
different types of energy are interconverted, says: “Ver­
wandlung von mechanischem Effekt in Wärme bei 
der Kompression elastischer Flüssigkeiten, bei Stoss 
und Reibung’’ .... “Die Verwandlung der Wärme in 
mechanischen Effekt erfolgt bei der Ausdehnung der 
Gasarten unter einem Drucke’’

1) J. R. Mayer, “Mechanik der Wärme’’, p. 72.
2) J. P. Joule, Scientific Papers 1, 189. Cf. also p. 23 of the present 

article.

J. P. Joule2); “From them’’ (Joule’s principles) “we 
may infer that the steam while expanding in the cylinder, 
loses heat in quantity exactly proportional to the 
mechanical force which it communicates by means of 
the piston’’.
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In a biography of Joule J. G. Crowther1* says: “By 
these experiments Joule proved to a high accuracy the 
assumption previously made by Mayer, that in the com­
pression of air the whole of the work done is con­
verted into heat”.

H. V. Helmholtz: When water evaporates, a weight 
being lifted by the expansion, more heal must be added 
than if the same process of expansion takes place without 
any production of work: “Wir haben hier also eine Ver­
wandlung von Wärme in mechanische Energie2*”.

Furthermore3* “Giebt der Stempel nach, so wird durch 
den Druck des Gases mechanische Arbeit geleistet, und 
die im Dampf bei der Ausdehnung verschwindende Wärme 
wird zur Leistung dieser Arbeit verwendet”. And: “Suchen 
wir bei der Ausdehnung eines Gases nach dem Äquivalent 
für den Gewinn an mechanischer Energie, so finden wir 
ihn in dem Wärmeverbrauch, der sich in der Ab­
kühlung des Gases äussert”.

H. C. Ørsted. In a communication: “Experiments on 
the Heat developed by Water when compressed”4* he

Io 
savs: ‘ About —

40
each atmosphere applied”.

L. A. Colding5*: “When heat expands a vapour or a 
gas, then the temperature decreases if no heat is supplied 
during the expansion. But the activity is not therefore lost,

1) J. G. Crowther, “British Scientists in the 19th Century”, p. 183 
(1935).

2) H. V. Helmholtz, Vorles. über theor. Phys. 1, 2 p. 224 (1898).
3) H. V. Helmholtz, Ibid. VI, pp. 171—173 (1903).
4) H. C. Ørsted, D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Overs, for the year 

1845, p. 117 (1846).
5) L. A. Colding, D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Skr., nat. og math. 

Afd. 5, II, p. 130 (1851).

centigrade is developed in the water for
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since an amount of motion has been produced during the 
expansion. If a gas or liquid is compressed, an amount 
of motion is consumed in the process, but this amount 
has not disappeared either; it also manifests itself in other 
forms as heat etc.”.

H. V. Régnault1) after mentioning experiments to mea­
sure the evolution of heat in the compression of water 
says: “Je conclus de ces expériences que la chaleur dé­
gagée par une pression subite de 10 atmosphères sur l’eau, 
est incapable d’élever sa température de J-- de degré centi- 

O U 
grade”.

Régnault thus imagines that the compression is asso­
ciated with an evolution of heat, which increases the tem­
perature of the compressed liquid.

G. A. Hirn2); “Tout corps qu’on comprime s’échauffe”. 
“. . . . il y a donc réellement production de chaleur 
dans un gaz qu’on comprime, et disparition de 
chaleur dans un gaz qui se détend, et non pas simple­
ment manifestation de ce qui y existait déjà”.

John Tyndall3); “Heat is known to be developed 
when air is compressed”. As an experimental proof of 
this he mentions the experiment that vapours of carbon 
disulfide in air ignite when the mixture is compressed. The 
increase of temperature is obviously interpreted as an 
evolution of heat in the gaseous mixture.

R. Clausius4); “Ein permanentes Gas verschlucht, wenn 
es sich bei konstanter Temperatur ausdehnt, nur so viel

1) H. V. Régnault, Mémoires de l’Académie Royale des Sciences, Paris. 
21, 462 (1847).

2) G. A. Hirn, “Théorie Mécanique de la Chaleur” (2n,e Ed.), 1865.
3) John Tyndall, “Heat Considered as a Mode of Motion”, London 

1865, p. 27.
4) R. Clausius, “Mechanische Wärmetheorie” I, 46 (1876).

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab. Matli.-fys. Medd. XIX. 8. 3
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Wärme, wie zu der äusseren Arbeit verbraucht 
wird”.

L. Boltzmann1). The heat amount c?Q is added to a gas, 
increasing temperature and volume. “Wir setzen dQ = 
dQi + dQt, wobei dQx die auf Erhöhung der Molekular­
energie verwendete, dQ4 aber die auf äussere Arbeits­
leistung verwendete Wärme darstellt”.

Wilhelm Ostwald2). On the subject of the isothermal 
expansion of gas he says: “Wir haben hier den idealen 
Grenzfall der schon mehrfach erwähnten Maschine zur 
Umwandlung von Wärme in mechanische Energie 
ohne Temperaturdifferenz vor uns”.

M. Planck3). Discussing Clausius’ conceptions con­
cerning the expansion of air in the case of the expanding 
gas being perfect, he declares: “Dann wird also alle äus­
sere Arbeit lediglich auf Kosten der Wärme des 
Gases geleistet”.

Planck4) strongly emphasises the fact that heat is trans­
formed into work during the expansion of an ideal gas. 
After mentioning the particularly simple energetic rela­
tions of these substances he says: “Lässt man nun ein 
ideales Gas sich unter Arbeitsleistung ausdehnen, und ver­
hindert man die Abkühlung des Gases durch gleichzeitige 
Zuleitung von Wärme aus einem Wärmebehälter von 
höherer Temperatur, so behält das Gas mit seiner Tempe­
ratur zugleich auch seine Energie unverändert bei, und man 
kann sagen, dass durch den Prozess die vom Reservoir 
abgegebene Wärme vollständig in Arbeit verwandelt

1) L. Boltzmann, “Vorlesungen über Gastheorie” 1, p. 54 (1923).
2) W. Ostwald, “Lehrbuch d. allgemeinen Chemie” II. 1. p. 32 (1910).
3) M. Planck, “Das Princip der Erhaltung der Energie” p. 63 (1913).
4) M. Planck, “Thermodynamik”, 1. Aull., p. 74 (1897); 9. Aull., 

p. 80 (1930).
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worden ist, ohne dass sonst irgendwo ein Energieumsatz 
stattgefunden hat. Gegen diesen Ausspruch lässt sich nicht 
das mindeste Tatsächliche einwenden”. Further, discussing 
the compression of air, he writes: ‘‘Leitet man nun, urn 
das Gas auch auf seine alte Temperatur zurückzubringen 
die Kompressions wär me bei konstant gehaltenem Vo­
lumen ab ”. This statement seems to imply that a 
“heat of compression” is involved in the experiment in any 
case, even if no heat is led away from the system, which 
is in accordance with the above quotation from ‘‘Das 
Princip der Erhaltung der Energie”.

J. Bertrand1); Air is compressed without any rise of 
temperature when connected with a reservoir: ‘‘qui impose 
la température constante T2, en recueillant toute la chaleur 
produite par la compression”.

1) J. Bertrand, “Thermodynamique”, p 28 (1887).
2) B. Weinstein, “Thermodynamik und Kinetik der Körper”, I p. 14 

(1901).
3) A. Wassmuth, “Müller-I’ouillets Lehrb. d. Physik” Ill. 4 (1907), 

p. 645.
4) Ibidem, p. 688.

B. Weinstein2); ‘‘Wie bemerkt, wandelt sich Wärme 
in j cde andere Energie um, und wird von jeder anderen 
Art Energie hervorgerufen  Erwärmt man ein Gas, 
so dehnt es sich aus, kühlt man es ab, so zieht es sich zu­
sammen”. The latter part of the quotation exemplifies the 
validity of the first part.

A. Wassmuth3); “Komprimiert man ein Gas, so steigt 
seine Temperatur, weil die aufgewendete Arbeit in 
Wärme umgesetzt wird”.

Considering the compression of waler below 4°, which 
lakes place adiabatically and is accompanied by a decrease 
in temperature, he writes4); “Wird keine Wärme von aussen 

3
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zugeführt, .... und doch das Volum verkleinert, so muss 
die, wie wir sehen, hierzu nötige Wärme aus dem 
Innern des Körpers selbst genommen werden”.

H. Poincaré1): The cooling effect of an expanding gas 
is explained as an expenditure of heat associated with a 
production of work: ‘‘La chaleur abandonnée par le 
gaz est transformée en travail”.

A. Eucken2). As an example of the equivalence of heat 
and work he mentions the expansion of a gas at constant 
temperature in thermal contact with the surroundings. Pro­
cesses of this kind are accompanied by ‘‘Nebeneffekte” 
(Clausius’ compensations), in the present case the change 
in the volume of the gas. For perfect gases, however, he 
finds “dass die bei der Expansion eines Gases gewonnene 
mechanische Energie tatsächlich der verbrauchten Wär­
memenge äquivalent ist”. Thus heat is expended to produce 
an equivalent amount of work.

W. C. McLewis3): “During the process of isothermal 
compression, the heat which is produced and evolved is 
absorbed by the surroundings ,...”.

Furthermore4): “The source of the energy which has 
been used in the work of expansion if the temperature has 
been maintained constant, is the heat which has been 
drawn from the surroundings. If we had enclosed the gas 
in a “heat tight” case and allowed it to do work we should 
have found that its temperature would have fallen. In the 
latter case the work is done at the expense of the

1) H. Poincaré, “Thermodynamique”, p. 82 (1923).
2) A. Eucken, Müller-Pouillet: Lehrb. d. Physik 111. 1. pp. 113—14 

(1926).
3) W. C. McLewis, “A System of Physical Chemistry” II; “Thermo­

dynamics”, p. 19 (1920).
4) Ibidem, pp. 3—4.
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heat energy in the gas itself”. With regard to the iso­
thermal expansion he says: “what we have actually done 
is to transform heat energy into mechanical energy”.

Again1) concerning the isothermal expansion: “the heat 
which had to be added .... was quantitatively con­
verted into the work done”.

J. Eggert2). Discussing the expansion or compression 
of a gas he declares: “.... verliert oder gewinnt das 
Gas—auch das ideale—jetzt ebensoviel Wärme, wie der 
Stempel an mechanischer Arbeit empfängt oder leistet”. 
This applies to both isothermal and adiabatic processes.

K. Jellinek3) considers the expansion of a gas which 
overcomes an external pressure thus doing work at the same 
time as supplying kinetic energy to a heavy piston. If this 
takes place when the gas is in thermal contact with a large 
water bath, “so haben wir als Quelle der mechanischen 
Arbeit und kinetischen Energie die von dem Was­
serbad auf das Gas übergehende äquivalente 
Wärmemenge an zu sehen”.

In a later publication4) the same author says: “Da be­
kanntlich die gesamte Energie W bei der Expansion sich 
nicht ändert, so erkennt man, dass als Quelle für die 
geleistete Arbeit nur eine Wärmemenge Q = A in 
Frage kommt, die aus dem Wärmebad in das Gasmol 
hineinfliesst”.

D. A. MacInnes5): “The isothermal expansion of a per­
fect gas is therefore a means for converting heat into 
work quantitatively”.

1) Ibidem, p. 9, footnote.
2> J. Eggert, “Lehrb. d. physik. Chemie” I, p. 32 (1926).
3) K. Jellinek, “Lehrb. d. physik. Chemie” I, p. 84 (1914).
4) K. Jellinek, “Kurzes Lehrbuch der physikalischen Chemie”, 31 (1938).
5) I). A. MacInnes, “The Principles of Electrochemistry”, 97 (1939).



38 Nr. 8. J. N. Brønstf.d:

R. A. Houstount1) considering the reversible gas expan­
sion: . According to the first principle of thermodyna­
mics this heat is used for two purposes: 1. It does 
external work. 2. It increases the intrinsic energy of the 
substances”.

From the above quotations it will be evident that the 
reversible compression and expansion of gases and liquids 
is regarded in classical thermodynamics as exemplifying 
processes in which a transformation of work into 
heat and of heat into work takes place. In a large 
number of the cases quoted it is without doubt that the 
reciprocal transformation of heat and work is imagined to 
be directly associated with the adiabatic change of volume, 
i. e. that heat is imagined to be created or consumed within 
the working system itself communicating with the surroun­
dings only as regards volume. It is positively stated that it is 
the change of tem p er ature which is an indicator 
of the supposed production or consumption of 
heat in such systems. Helmholtz for instance states 
clearly that the consumption of heat manifests itself through 
the fall in the temperature of the expanding gas. In his 
paper of 18472) he also expresses a doubt as to the correct­
ness of Clapeyron’s law of the relation between the heat 
of compression and the thermal coefficient of expansion3), 
obviously arguing that if the “force” is to be maintained, 
the work of compression must result in a positive evolution 
of heat and, consequently, in a positive rise of temperature.

1) R. A. Houstoun, “An Introduction to Mathematical Physics”, 170 
(1920).

2) Helmholtz: “Cher die Erhaltung der Kraft", Ostwalds Klassiker 
No. 1, p. 27.

3) E. Clapeyron, Journ. de l’Ecole polytechnique, 14, 23. Cahier 153 
(1834).
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In other cases quoted above the experiment in question 
is carried out isothermally the heat phenomenon being 
recorded in a heat reservoir communicating with the re­
acting gas. Whether this modification of the experiment is 
regarded by the authors as a necessary condition for the 
heat manifestation is not clear. Il is natural, however, to 
interpret the superaddition of a heat reservoir merely as an 
attempt to record and, if possible, measure, by means of 
an ordinary calorimetric arrangement, an amount of heat, 
which is also in the absence of this means considered as 
generated or consumed. It would certainly be quite irra­
tional to assume that a neutral passage of heat between 
the system and the heat reservoir should be able in any 
wav to influence the contingency of a heat generation. 
That such a view, however, is actually to be found in the 
thermodynamic literature appears from a recent paper 
by F. H. MacDougall1), who holds the opinion that the 
heat generation in a system can be generally identified with 
the amount of heat given off to the surroundings by the 
system during the process. On this view, which is considered 
by its author to be in harmony with traditional thermo­
dynamics, no generation of heat by friction, electrical dis­
charge or combustion etc. should take place, if only the 
system in question were adiabatically isolated from the 
surroundings!

With regard to the magnitude of the amount of heat 
produced or consumed a general and clear conception only 
seems to exist in the case of the system being a perfect gas. 
In that case the heat evolved is identified with the external 
mechanical loss of work. If this be designated as 5A, and 
if 5Qa be the amount of heat produced:

1) F. H. MacDougall, Journ. Phys. Chem. 44, 713 (1940).
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6A = 5Qa (1)

in conformity with the principle of the equivalence of heat 
and work. In the case considered the evolution of heat 
equals the isothermal emission of heat SÇh:

5Qa = 8Qp (2)
whence :

8A = 5Qi. (3)

It is the latter of these equations which has been verified 
by experiment, both the terms involved being completely 
energetically defined.

If the system is not a perfect gas one should expect the 
above-mentioned argument by Helmholtz to involve as a 
logical consequence that the heat produced should be equi­
valent to the work of compression. Experience, however, 
shows only too plainly that for imperfect systems equation 
(3) is no longer satisfied. For liquids it will generally be 
very far from satisfied, 6 A and 8Q¡ during the compres­
sion having even in certain cases different signs, while 
during the expansion, at pressure <0, such a deviation as 
regards the sign is almost universal. Classical thermo­
dynamics therefore does not draw the conclusion mentioned 
above. It would be natural to investigate, on the basis of 
the classical argument, whether the invalidity of Equation 
(3) is due to the invalidity of (1) or (2) or possibly to that 
of both these equations. This problem, however, does not 
appear to be explicitly formulated in the classical con­
siderations. In spite of unanimity with regard to the existence 
of a generation of heat in the case of volume changes in 
general, the fundamental question of its magnitude 
has not been subjected to investigation. On the other hand 
a conventional practice has been established in this 
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domain which in reality accepts equation (2) and rejects 
equation (1). This means that equivalence between heat 
and work is no longer claimed, since it is believed that 
the heat produced by the compression of an imperfect gas 
or liquid does not equal the work of compression, but 
equals the heal given oil’ if the same infinitesimal change 
of volume were to take place isothermally. It is not im­
probable that this convention has been established owing 
to a confusion of the concepts of heat production and heat 
communication, as is obviously the case in the arguments 
of F. H. MacDougall, quoted above.

This conventional determination of the generation of 
heat by compression, however, leads to a decided dilemma. 
If with Helmholtz and the other classical authors we 
consider an expenditure of heat in the perfect expanding 
gas as the genetic equivalent of the external mechanical 
gain of work, measured for instance by the displacement 
of a weight perpendicular to the earth’s surface, and if 
analogously we consider an evolution of heat as the genetic 
equivalent of a mechanical loss of work of the same kind 
by the compression, without introducing in any of the cases 
the spatial work as part of the transformation, we cannot, 
if the system under consideration deviates only infinite­
simally from ideality, give an entirely different interpreta­
tion of the process. If the spatial work is excepted from the 
calculation in the case of a perfect system, it cannot pos­
sibly enter into it if the system is imperfect. But if this be 
so, an equivalent for the amount of work, positive or nega­
tive, by which the external work exceeds the expenditure 
of heat is obviously not available. The above-mentioned 
conventional estimation of the heat of compression and 
expansion in non-ideal systems is therefore contradictory 
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to the preceding classical interpretation of the spatial pro­
cess and must virtually, logically analysed, be described as 
constituting a rupture of the principle of the equivalence 
between heat and work.

Classical thermodynamics makes no attempt to solve 
this difficulty, but evades it by introducing a new concept 
which represents neither work nor heat nor any other de­
fined form of energy. Having accepted as a fact that the 
two magnitudes involved in (3) are no longer equivalent, 
the measures taken in an attempt to restore the balance 
consist in introducing a third term dE, writing:

dE = 5A —ÔQ (4)

and ascribing to this new term such a value that (4) is 
satisfied. This value is designated as the increase in 
internal energy of the reacting system.

It is beyond the scope of the present paper to give a 
detailed discussion of the content and significance of equa­
tion (4) and the concept of energy defined thereby. We 
may find it appropriate to describe work and heat as forms 
of energy but, as pointed out elsewhere,1) energy, even 
according to classical conceptions, may suffer alterations 
from other sources than through the communication of 
work and heat. What concerns us in the present connection 
is the fact that this new concept does not contribute to the 
solution of the problem under consideration here. This 
problem consists in establishing the general 
principles governing the transformations of the 
various forms of energy which are all of them al­
ready defined by strict and unambiguous definiti­
ons. The summary and unspecified character of the concept

!) Brønsted, I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVI, 
No. 10, p. 50 (1939).
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of internal energy makes it useless as a means of interpreting 
natural phenomena and establishing these general principles.

The difficulties which seem to surround the classical 
treatment of the simple spatial process may be ascribed to 
several reasons. In the first place the correlation between the 
change of temperature and the amount of heat in a system 
with the character of a calorimeter has been transferred 
quite automatically and without any theoretical consider­
ation to systems of a different character. The intimate con­
nection between the change of temperature and the supply 
of heat in a system of calorimetric character is due solely 
to the fact that entropy is the only independently variable 
quantity involved in the experiment. If other quantities, 
such as volume, are also made independently variable, the 
change of temperature will of course no longer depend on 
the supplied heat alone. Furthermore not only temperature, 
but also any other potential in the system will depend 
upon the communicated heat. The classical method of 
calculating heat is therefore irrational, partly because it is 
irrational to give precedence to temperature as compared 
with other quite analogous energetic potentials, partly be­
cause it is irrational and unjustifiable to transfer a corre­
lation which is valid for simple cases to cases of a composite 
nature. The establishment of such a practice, not only in 
the case of the spatial process considered here, but quite 
generally, has been made possible only by the fact pre­
viously pointed out that the concept of heat generation 
is used in classical thermodynamics without any 
clear definition.

A second reason for the obscurity of the classical inter­
pretation of the spatial basic process is due to the uncer­
tainty with which the various types of work involved in 
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the process are recorded and enumerated. The compression 
of a gas requires some mechanical arrangement, a work 
reservoir, in which work is lost, for example by the lowering 
of a load. By the compression a volume is transferred 
from a higher to a lower pressure. With the latter process, 
however, the traditional treatment does not seem to associate 
any work, or rather, by virtue of a quite obscure reasoning, 
seems to mix it up with the work in the reservoir into a 
single “work of compression”, the sign of which is hardly 
specified. Thus it is made possible to introduce heat as an 
equivalent for the work of compression and to clear the 
way for the theory of the reversible heat evolution. The 
obscurity of the argument actually excludes a pertinent 
discussion and is strongly contrasted with the simple and 
straightforward interpretation of the energetic theory.

Finally we shall have to consider the application of the 
theory of “compensations” to the case of the spatial pro­
cesses. Mayer and Joule, as already stated, believed in 
an unrestricted reciprocal transformation of heat and work. 
Later, it was enunciated by Clausius and William Thomson 
that although heat may be transformed into work, a parallel 
“compensating” reaction is required to make this trans­
formation possible. The impossibility of the uncompensated 
transformation of heat has been formulated by Ostwald 
as the impossibility of a perpetual motion machine of the 
second order1). With regard to the spatial processes con­
sidered here the majority of authors, however, do not make 
reference to any proviso concerning the heat-work trans­
formation. It seems that such reference has only been made 
unambiguously by Eucken who, in dealing with a perfect 
gas, declares the volume change of the gas to be the corn­

il W. Ostwald, Lehrbuch der allgemeinen Chemie II. 1. p. 478. 



On the Concept of Heat. 45

pensating process: “Der Nebeneffekt, der mit diesem 
Vorgänge verknüpft ist, besteht hier in der Volumen­
änderung des Gases’’. Strangely enough Eucken describes 
this compensation as “harmless” (“unschädlich”), an ex­
pression which is not immediately intelligible. Beyond this 
only very few authors reveal any kind of recognition of 
the necessity of a compensating reaction. For example, when 
Planck states that the heat given oil by the expansion of a 
perfect gas is completely transformed into work, “ohne dass 
sonst irgendwo ein Energieumsatz stallgefunden hat”, then 
this very positive assertion must be supposed to imply that 
Planck—like Eucken—though regarding the expansion of 
the gas as a compensating reaction, does not consider this 
worthy of any special mention, because the process takes 
place “without any energy transformation whatsoever”, and 
possibly, for that reason, may be considered as “harmless”.

This assumption, that the proof of the possibility of the 
transformation of heal into work—or more precisely: the 
transformation of heat from a single heat reservoir into work 
in an external work reservoir—can be based on the “harm­
lessness” of the compensating process, or, according to 
Planck, on the fact that no transformation of energy lakes 
place in the compensating gas expansion, must, however, 
be characterised as illusory. What, in fact, is the substance 
ol the contention that no transformation of energy lakes 
place? Obviously it cannot be meant to express that the 
energy in the expanding gas does not change, for if heat 
is transformed into work in accordance with the equi­
valence principle, the change of energy in the compensating 
reaction must always be zero, if conflict with the energy 
principle is to be avoided. The meaning, then, apparently 
can only be that no transformation of energy of one 
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form into energy of another form lakes place in the expan­
sion. But, if the volume of the gas is increased by dv, 
this volume being taken for instance from a surrounding 
vacuum, then if the pressure is p, the system, not only 
according to the present theory, but also according to 
classical conceptions, will lose an amount of energy of the 
magnitude pdv and of the particular form which is 
determined by the nature of the quantity, i. e. volume 
or spatial energy. The total energy in the compensating 
system having undergone no change, energy in another 
form must have been created simultaneously. Of this form 
there can be no doubt. In fact, since the compensating gas 
expansion is irreversible, entropy according to all stand­
points has increased by a certain amount dS, which is 
tantamount to an increase of energy for the system of 
TdS. The compensating process is therefore clearly as­
sociated with a “transformation of energy”, i. e. a loss of 
one form of energy and a gain of another. The expression 
for this transformation in the compensating process:

p5v—> T8S,

in conjunction with the expression for the main process:

T5S-*SA,

where 5A is the external gain of work, shows that the term 
TÔS disappears in the total reaction, and that for describing 
this process there only remains the expression for the work

pSv-> 5A.

In these considerations we have been using for the pro­
ducts pdv and Tc/S the term “energy”. This cautious mode 
of expression has been resorted to in order to avoid of­

principle
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fending against traditional phraseology and thus possibly 
diverting the reader’s attention front the essential points 
in the argument. As pdv is associated with the basic process 
of displacing a volume from one pressure to another and 
the factor dS in the product TdS is entropy generated by 
the irreversible expansion, the two products are of course 
according to the terminology of the energetic theory de­
scribable as work and heat respectively. Regardless of any 
terminology, however, the above reasoning shows con­
clusively that the spatial process considered is interpretable 
solely by the work principle of the energetic theory. The 
classical contention that heat enters into the energy trans­
formation of the spatial process is therefore wholly un­
founded. This result naturally applies no less to those 
formulations that entirely ignore the claim for compensa­
tions than to those which accept their presence without 
drawing the conclusions which they logically entail.

Since the processes here considered are reversible, 
“compensations” in the heat-work transformation will of 

course require “compensations” in the reverse process also. 
There would be reasons, therefore, to distinguish between 
two kinds of compensations, positive and negative, respec­
tively. It is clear that the “negative” compensations would 
prevent heat from entering into the process of compression, 
just as the “positive” compensations, according to the proof 
given above, prevent heat from entering into the process 
ol expansion. Thus we arc obliged, even when following 
the classical views as closely as possible, entirely to exclude 
the phenomenon of heat from the reversible spatial process. 
Il a transformation of heat into work were really to form 
part of these processes, then the presence of compensations 
would come into conflict with the generally accepted prin-
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ciple that work may be transformed into heat without 
reservation.

Finally it should be mentioned that such phenomena as 
the stretching of a wire and changes of surface areas are 
closely related to the spatial process in imperfect systems. 
These phenomena have played an essential part in thermo­
dynamic considerations but will not be discussed in the 
present paper, as their treatment does not offer any new 
aspect of special importance.

3. The Chemical Process.

The chemical basic process comprises not only the 
chemical reactions proper, which are characterised by cer­
tain fixed numbers of conversion, but all processes in 
which various forms of substance are transferred from one 
state to another. Even the transport of a substance from a 
pure state under given conditions of temperature and pres­
sure to a pure state under other conditions of temperature 
and pressure is a chemical process according to this termino­
logy. While the spatial and thermal processes involve only 
a single quantity, volume and entropy respectively, the 
chemical phenomena are more varied, as every chemical 
component has to be regarded as a separate quantity. It is 
not necessary that a chemical component should be what 
chemists describe as a “chemical individual”. Il may be 
an arbitrary group of substances capable of entering into 
the structure of the system. In principle, the amount of a 
component may enter also with a negative sign in a chemical 
component transformation. Further it should be noted that the 
chemical component is generally associated with the spatial 
and thermal quantities, i. e. with volume and entropy. The 
chemical basic process, which is defined by the nature and
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amount of the transported component as well as by the 
chemical potentials in the states involved, is therefore in 
general associated with a simultaneous spatial and thermal 
basic process. The formal complications which might result 
herefrom in the energetic treatment are generally eliminated 
by a conventional definition of the composition of these 
quantity assemblies^. Even without such conventions they 
will disappear in the case of changes taking place at tem­
perature and pressure homogeneity.

Finally may be mentioned another difference, which 
makes the treatment of the chemical process, as contrasted 
with the spatial process, more complicated. While only a 
single quantity, that is entropy, was admitted in the latter 
process as a neutral addition to the reacting system, a 
similar access will be generally supposed to exist both for 
entropy and volume in the treatment of the chemical 
process.

Just like the basic process in general the chemical pro­
cess also can be differential or integral. The simplest dif­
ferential chemical process consists in the transport of a 
single component between two different states, the amounts 
involved being of such dimensions that only infinitesimal 
changes in these states ensue; whereas the corresponding 
integral process is defined as a process of such extent that 
finite changes in these slates take place even if these changes 
affect only infinitesimal fractions of the total system. When 
chemical processes are included it is particularly striking 
that a differential process may be carried out by way of 
an integral mechanism. It will be possible, for example, 
to substitute the differential basic process in which a given

1) Cf. W. Gibbs, Collected Works 1. Brønsted, D. Kgl. Danske Vidensk. 
Selskab, Math.-fys. Medd. XV, No. 4, p. 18 (1937).

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab. Math.-fys. Medd. XIX. 8. 4 
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infinitesimal volume Sv of a gas is transferred from the 
pressure px to the pressure p2 by an integral chemical 
process in which the gas contained in the volume dv is 
transferred to the gas of pressure px, the pressure in Sv 
falling to zero, and then gas from the pressure p2 is trans­
ferred to dv, the pressure in this volume rising from zero 
to p2. However, this does not lead to any uncertainty re­
garding the concept of differential change, since a process 
which is differential with respect to a certain quantity, 
cannot also be differential with respect to another quantity.

According to the energetic theory an irreversible chemical 
process, like any other irreversible process, will cause an 
energetic evolution of heal. This applies for instance to the 
evaporation of a liquid in non-equilibrium with its vapour, 
or to the dissolution of a salt in water under decrease in 
temperature. On the other hand no caloric phenomenon 
will be associated with the reversible chemical process 
according to this theory. The traditional conception differs 
entirely from this view. For instance, with the reversible 
change of states it generally associates a caloric pheno­
menon i. e. a production or consumption of heat. Caven­

dish1), already, speaks of a generation of heat as being 
associated with the condensation of vapour, and recently 
W. Jäger2) as examples of processes in which other forms 
of energy are transformed into heat mentions changes in 
the state of aggregation and allotropic transformation and 
dissociation. This caloric effect is usually spoken of as 
“latent heat’’. Actually the distinction made between latent 
heat effects at constant temperature and reversible processes 

0 Cf. J. Cl. Maxwell, “Theory of Heat”, 5th Ed. 72 (1877). Maxwell 
himself apparently did not share this view of a generation of heat in 
these processes.

2) W. Jäger, “Handbuch der Physik” (Geiger u. Scheel), IX, 474 (1926). 
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in which the temperature varies is unjustified, and all these 
reversible processes should logically be included in the 
general traditional idea relating heat generation to change 
of temperature. Precisely in the domain of chemistry, 
through the conventions and practice of thermochemistry, 
this idea of a simple correlation between heal and temperat­
ure has been demonstrated as particularly obvious. In the 
conventional language “evolution” and “absorption” of 
heat is the amount of heat which in the chemical process 
must be removed from or transferred to the reacting system, 
in order that its temperature may remain constant during 
the experiment. If the course of the reaction is irreversible, 
and also partly in the reversible case, these magnitudes 
are jointly designated as “Varmetoning”1^, a term intro­
duced by Julius Thomsen. As distinct from energetic 
heat evolution the classical heat phenomenon has been 
described in a previous paper as thermometric2^.

We shall first examine the reversible chemical pro­
cess, which in its simplest form consists in the transport of 
a substance from one state to another. If the chemical 
potential of the component in the initial and final states is 
Ui and p2 respectively and 5n the amount of substance 
transported, then the loss of work in the process will be: 

5Ach = (^1 — ^2) 8n, (5)

the same amount of work being gained simultaneously in 
an annexed work reservoir. Processes of this kind can be 
carried out in a particularly simple manner by means of

O Julius Thomsen, Termokemiske Resultater, 2 (1905). Thermoche­
mischen Untersuchungen I, 5 (1882). In German: Wärmetönung. For this 
word there seems to be no adequate equivalent in English or French.

2) Brønsted, 1). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd., XV, 
No. IV, p. 39 (1937).

4* 
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a galvanic concentration cell in which the transformation 
under consideration is electromotively active. In principle, 
however, the electromotive method may be used also 
more generally for determining chemical work. If the cell 
serves for differential charging of a condenser the potential 
of which is equal to that of the cell, the chemical work may 
be said to be transformed into electric work. Also, if the 
electric work is only intermediate, being a link in the pro­
duction of mechanical or chemical forms of work or even 
in the irreversible heat evolution, the electric gain of work 
may be regarded as directly coupled with the chemical 
loss of work, so that it will be possible in all instances to 
describe adequately the reversible function of the cell as 
a chemical-electrical work-transformation. What is essential 
is of course only the fact that the reversible process can be 
interpreted as a transformation of chemical work into 
external work of some form or other depending on the 
experimental conditions.

In conformity with thermodynamic practice the chemical 
system which constitutes the cell is considered as closed 
with regard to chemical components. Whether it is other­
wise closed as regards quantity, or whether during the 
differential process under consideration it is in quantity 
communication with the surroundings is without significance 
for the above interpretation. The supply of entropy or of 
volume in infinitesimal amounts from outside will not cause 
any alteration of the nature of the infinitesimal trans­
formation of work, and the corresponding neutral 
energy terms T8S og pSv will not have any 
share whatsoever in the external gain of work. 
The latter is in all cases determined by the chemical 
loss of work alone in conformity with equation (II. 1). It 
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should be specially noted that for this reason it will 
not be possible to find in energy or in other thermo­
dynamic functions comprising such energy terms a uni­
versal basis for the determinations of chemical work or 
the corresponding electromotive force. Before entering upon 
the discussion of such attempts, however, it will be appro­
priate to consider the application of the classical views in 
the particularly simple instance of the substance transported 
in the chemical basic process obeying the simple gas laws. 
It is possible, in various ways, to make this transport elec- 
tromotively active in a reversible concentration cell. If the 
cell functions isothermally, in communication with a work 
reservoir and a heat reservoir of the temperature of the 
cell, an amount of heat numerically equivalent to the ac­
cumulated work will be removed from the heat reservoir. 
The whole arrangement will thus be quite analogous to an 
isothermal and reversible expansion of aii4\ and the clas­
sical ideas, if consistently maintained, should lead to identical 
interpretations of the two phenomena. In conformity with 
the above considerations concerning the spatial process, the 
function of the cell should therefore be interpreted as a 
transformation of heat from the heat reservoir into work 
in the work reservoir, this imaginary process being rendered 
possible through the simultaneous, compensating cell-reac­
tion consisting in an irreversible transference of substance 
from a higher to a lower chemical potential. This consistent 
interpretation, however, is not to be found in the traditional 
treatment. An interpretation, if given at all, is generally to 
the eilect that a “work of dilution” associated with the 
process of the cell appears as electric energy. This work

1) This analogy was first pointed ont by W. Gibbs, Collected Works 
1, 339 (1928). Cf. also V. v. Türin, Z. physik. Ch. 5 343 (1890). 
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of dilution is identical with the chemical loss of work in 
the energetic theory.

When dealing with such chemical processes of a more 
complex nature as take place in the ordinary “chemical 
cells”, the situation is much more complicated. Although 
the treatment of this subject is extremely varied in classical 
thermodynamics, it may be said to possess the general 
characteristic that heat, explicitly or implicitly, is sup­
posed to enter as a partial genetic equivalent of the electric 
gain of work. This view, again, has developed from the 
earlier attempts to interpret the function of the cell on the 
basis of its irreversible thermometric heal evolution.

According to the so-called Thomson rule1*, which actu­
ally was developed already by Joule2* and by Helmholtz3*, 
the electric energy supplied by a galvanic cell is measured 
by what is now called the thermometric heat evolution. 
Julius Thomsen4*, for instance, carried out experiments to 
test the validity of this rule. Its incorrectness was fully 
recognised in later theoretical investigations especially by 
Helmholtz5*, and appears plainly from the energy equa­
tion for the reversible cell process:

1) William Thomson, Phil. .Mag. [4] 2, 429 (1851).
2> Joule, Phil. Mag. 19, 260 (1841), 20, 92 (1842), “Scientific Papers’’ 

60, 81 (1884).
3) Helmholtz, “Über die Erhaltung der Kraft”, 1847, Ostw. Klass. 

No. 1. p. 34 (1915).
4) Julius Thomsen, D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Skr., nat. og 

math. Afd. 5. V, p. 155 (1861), Ann. d. Physik u. Chemie N. F. 11, 246 (1880).
5) Helmholtz, Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1882 p. 22, Ges. Abb. II. 598.

5Ach = TdS — pdv — dE, (6)

expressing that the total or internal energy of the system is 
altered partly by virtue of the chemical loss of work 8Ach 
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and partly by virtue of the amounts of entropy and volume 
taken up from outside sources. As the irreversible thermo­
metric loss of heal is given by:

-TdS'= 8Q'= — (dE + pdv), (7)

(6) may also be written:

5Ach = TdS + 8Q' = TdS". (8)

It will be seen that the chemical loss of work and the 
equivalent external electric gain of work in the reversible 
cell function equals the thermometric loss of heal, if under 
the given conditions the process takes place without any 
change of entropy, and that this loss of work is equal to 
the loss of energy, if the volume also remains constant. As 
the Joule-Thomson rule involves constancy of temperature 
and pressure, it will therefore ordinarily be valid only in 
the quite special cases where these conditions coincide.

As to equation (6) it is evident that it does not give, nor 
can it give, any contribution to the solution of the problem 
as to how the function of the galvanic cell should be inter­
preted, since by introducing the unspecified concept of 
internal or total energy, the distinction between the different 
forms of energy, which is the requisite condition of such 
an interpretation, is abandoned. The equation only serves 
to represent a numerical correlation between amounts of 
energy, without considering the presence of any genetic 
relation. It may be said to pertain to the realm of functional 
energetics or energetics of states, as contrasted with energetics 
of processes.

I’he same argument applies to the relation between 
chemical work and another important function, the ^-func­
tion of Gibbs, which was also independently established by 
Helmholtz in his paper of 1882, and was called by him 
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the free energy and denoted by I?1\ This function is 
defined by the equation :

F = E—TS. (9)

According to Helmholtz it is an expression for the internal 
“work store’’ of the system, its ability to carry out work 
at constant temperature. Comparison of equations (6) and 
(9), differentiated at constant temperature, however gives: 

dF = —pdv—6Ach, (10)

from which it appears that the change in free energy com­
prises not only the chemical work 8Ach, but also a term 
pdv, which does not possess the character of work as given 
by (5) and is actually intransformable energy. Only if the 
external pressure is zero, will the term pdv possess an 
active form, capable of representing work, but this parti­
cular condition is not involved in the characterisation of 
the free energy; on the contrary, the free energy is generally 
used as a work function at pressure and temperature homo­
geneity. The Gibbs £- or G-function also, defined by:

G = E—TS + pv, • (11)

will only under special conditions measure the chemical 
work, namely when the pressure and temperature are con­
stant within the system. The question of the free energy and 
the relation of the other thermodynamic functions to the 
heat-work concept will, however, be discussed elsewhere, 
and we shall here only emphasise the fact pointed out in 
Section II. 1 that all terms of the form PdK represent 
neutral energy, i. e. energy which is not transformable and 
to which no character of work can be ascribed. That the 
term pdv is generally small in galvanic processes and

1) Later Helmholtz in his lectures exchanged the symbol F for the 
symbol H. “Vorlesungen über theoretische Physik” 6, 267 (1903). 
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practically without significance has of course theoretically 
no influence on the argument.

If we introduce this condition in (6), i. e. if we assume 
pdv to be negligible, the isothermal loss of energy and 
the thermometric loss of heat are equal and accordingly (6) 
and (8) will coincide. It is generally under this simplifying 
condition that classical thermodynamics, after recognising 
the incorrectness of the Joule-Thomson rule, looks for an 
interpretation of the chemical process in the galvanic cell, 
attempting to specify the forms of energy from which the 
electric work of the cell originates. In this way, in conflict 
with the views of the energetic theory, heat is introduced 
as a partial equivalent for the electric work in the reversible 
function of the cell.

According to the generally adopted view the electric work 
is gained at the cost of the “chemical energy’’ of the cell, 
this energy being “converted” into work and heat. The 
concept of “chemical energy” is not clearly defined, but 
its magnitude, according to thermodynamic practice and 
terminology, is fixed by the thermometric heat evolution 
at the irreversible cell process, or eventually by the total 
isothermal change of energy1^. In the reversible process 
this “chemical energy” is supposed to be transformed into 
electric work. The electric work, however, does not represent 
the total loss of energy in the cell, since the two amounts 
need not be equal. Their difference is supposed to appear 
as “heat”. Here two possibilities are present, the “heat” 
appearing either adiabatically in a closed system or iso- 
thermally in communication with the surroundings. Thus 
“chemical energy” is imagined to be present in the cell 
and to be transformed into external electric work in the

1) Cf. e. g. W. Nernst, “Theoretische Chemie”, 8.—10. Aufl., 816 (1921). 



58 Nr. 8. J. N. Brønsted:

cell process, and, in case the difference between chemical 
energy and work is positive, into heat as well. If the difference 
is negative, the chemical energy available will not suffice 
as an equivalent for the work, and in that case the surplus 
of work is supposed to be formed from “heat”. The inter­
pretation is thus quite similar to that employed in the case 
of the spatial process, a heat-work transformation being 
supposed to take place in spite of the reversibility of the 
process, and a certain form of energy, described as “chem­
ical” but without definition, being involved in the inter­
pretation.

These ideas, which are still maintained even in modern 
expositions of chemical thermodynamics, can be traced 
back to the earliest attempts to arrive at a more correct 
understanding of the electric cell phenomena than was given 
by the Joule-Thomson rule. Among these, investigations 
by F. Braun1) occupy a prominent place. According to this 
author the electric work can be created al the expense of 
an equivalent amount of heat resulting from the chemical 
process in the cell. The chemical energy supplied by the 
process is of the same form as heat. Only part of this energy, 
however, is ordinarily transformed into electric work. The 
rest of the “chemical heal” remains in the cell. A charac­
teristic feature of this reasoning is the introduction of the 
concept of “electromotive efficiency” (“Nutzeffekt”), to 
designate the ratio between the work gained and the heal 
evolved, work being quite generally identified with “die 
von dem heir, chemischen Process in elektrische Energie, 
d. h. in mechanische Arbeit verwandelbare Wärme­
menge”. There are cases, however, in which the electric

1) F. Braun, Ann. d. Physik u. Chemie, N. F. 5, 182 (1878), 16, 561 
(1882), 17, 632 (1882).
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work is greater than the heat evolution, and accordingly, 
the efficiency is greater than unity. In such cases the view 
advanced by Braun leads to the conclusion that work is 
created front heat consumed in the interior of the chemical 
system.

'Phe investigations of S. Czapski1), which have also played 
an essential part in the verification of the equations of 
Helmholtz, as a main result lead to the conclusion ‘‘dass 
diejenige Elemente, die nicht alle chemische Wärme 
in Stromarbeit umsetzen, eine mit wachsender Tem­
peratur abnehmende elektromotorische Kraft haben, und 
umgekehrt diejenigen, welche zum Teil auf Kosten ihres 
eigenen Wärmeinhalls arbeiten, eine mit der Tem­
peratur wachsende Kraft”. This statement is based on the 
same view that the production of work in the chemical 
process is associated with and dependent upon an expendi­
ture of heat. Similarly A. Gockel2) speaks about the “fraction 
of heat in the chemical process which is transformed into 
electric work” and about the “amounts of heat appearing 
or disappearing al the poles of the cell”.

Ideas such as those described here have remained un­
changed right down to the present time and are still the 
basis of authoritative expositions of the thermodynamics 
of chemical reactions3). They are sharply contrasted with 
the theory of the chemical basic process advanced in the 
introduction of this section, according to which heal is 
excluded from any participation in reversible processes.

Closely related to the chemical processes in reversible 
galvanic cells are the phenomena appearing al the passage

1) S. Czapski, Ann. d. Physik u. Chemie, N. F. 21, 209 (1884).
2) A. Gockel, Ann. d. Physik u. Chemie N. F. 24, 618 (1885).
3) Cf. C. Drucker, “Handbuch der Experimentalphysik” (Wien-Harms) 

12. 2. Teil, p. 9 (1933).
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of an electric current through the junctions of metallic con­
ductors, as we are here dealing with the transference of 
electric charges from one medium to another. Helmholtz1), 
already, supposed that a direct relation existed in these 
phenomena between the electric energy and heat, and 
extended this view to include also the thermoelectric Thom­
son-effect2). He regards the reversible passage of current 
as heat-generating, so that in these combinations 
electric energy is transformed into heat or vice 
versa. This view, which is also held by William Thomson3), 
is adhered to in modern expositions4), the usual conclusion 
being drawn from temperature changes to caloric effects. 
In this, it is overlooked that a thermoelectric cell is not a 
system of calorimetric character. This question, however, 
will not be discussed any further here, since the energetics 
of thermoelectric phenomena will be subjected to a more 
detailed treatment in another connection.

The energetic phenomena connected with the chemical 
basic process have been studied by numerous other methods 
besides the electrochemical method specially dealt with 
above. It is generally found that the classical treatment in­
troduces caloric effects, i. e. heat evolution and heat ab­
sorption, in processes of a reversible course, such as phase 
transitions, processes of dissociation and chemical reactions 
in general, regardless of the fact that these phenomena 
imply certain conditions, for instance constancy of temper-

1) Helmholtz, “Über die Erhaltung der Kraft". Ostw. Klass. No. 1, p. 43.
2) Helmholtz, “Vorlesungen über die theoretische Physik’’ VI, 263 

(1903).
3) William Thomson,“Mathematical and Physical Papers” 1, 246 (1882).
4) Cf. K. Baedecker, “Die elektrische Erscheinungen in metallischen 

Leitern”, p. 77 (1911). Weinstein, “Thermodynamik und Kinetik” 111, 
348 (1905). Nernst, “Theoretische Chemie”, 10. Aull., 814 (1921). E. Lange, 
“Handbuch der Experimentalphysik” (Wien-Harms) 12, 2. Teil, 327 (1933). 
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ature for the course considered. In the majority of cases it 
must be presumed that an actual heat-work transformation 
is presupposed, as for instance when it is claimed that the 
heal of combustion of carbon may be almost completely 
transformed into external work1), or that heat is consumed 
in the process of chemical dissociation2). The heat involved 
here is always thermometric heat effects which do not enter 
into any energy transformation but are merely of commu­
nicative significance. In agreement with the main aspect of 
the classical theory the irreversible mixing of perfect gases 
is assumed to take place without any evolution of heat, 
because it is accompanied by no temperature change. These 
ideas, however, are so widely disseminated and familiar 
that a particular documentation concerning such pheno­
mena may presumably be omitted.

4. The Thermal Process.

The thermal basic process consists in the passage of 
entropy from one temperature to another. If the amount 
of entropy 8S passes from a heal reservoir Rx of the temper­
ature Tj to a heat reservoir R2 of the temperature T2, a 
thermal work:

5Ath = (T1-T2) 5S (12)

is lost, and, in case of reversibility an equivalent amount 
of work of another kind, for instance mechanical, is gained. 
This description of the thermal process is completely 
exhaustive, since no independent phenomena other than 
those mentioned participate in the process. It is a prin­
cipal point in the energetic theory that no -caloric pheno­
menon is comprehended in the reversible process. No loss

1) W. Nernst, “Theoretische Chemie”, 5te Aufl. p. 698 (1907).
2) Ibidem, p. 602.
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of heal therefore will take place when the heat engine 
is operating, an eq nival ent for the mechanical work 
gained being provided solely by the entropy transport.

The concept of a thermal basic process does not form 
part of classical thermodynamics, its ideas in this field 
being embodied in the theory of the heat engine. This 
theory is so familiar and generally accepted that further 
documentation beyond that given in previous papers1) will 
not be needed. We may therefore directly proceed to an 
analysis of the classical theory as presented by Clausius.

By way of introduction it should be pointed out that the 
contention of Clausius of a heat-work transformation in 
the function of the heat engine is based on the idea that 
heat is motion of the elementary particles of matter. “Wenn 
dieses richtig ist’’, he says2), “so muss sich auf die Wärme 
auch der allgemeine Satz der Mechanik anwenden lassen, 
dass eine vorhandene Bewegung sich in Arbeit umsetzen 
kann und zwar so, dass der Verlust an lebendiger Kraft 
der geleisteten Arbeit proportional ist’’. It is claimed there­
fore “dass zur Erzeugung von Arbeit, nicht bloss eine 
Änderung in der Verteilung der Wärme sondern auch ein 
wirklicher Verbrauch von Wärme nötig sey’’. This 
necessity of an expenditure of heat in the production of 
work is emphatically insisted upon in the classical theory 
and on the whole appears as the new idea by means of 
which the difficulties connected with Carnot’s view3) might 
be duly removed.

That the “general laws of mechanics’’ do not take us 
far towards the solution of the problem of heat-work rcla-

1) J. N. Brønsted, D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. 
XV, No. 4, p. 47 (1937).

2) R. Clausius, Pogg. Ann. 79, 370 (1850).
3) Cf. William Thomson, Edinb. Transact. 16, 541 (1849). 
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lions is however a faet that appears clearly from Clausius’ 
own treatment. Reference to these laws therefore seems 
rather pointless or even misleading particularly if it be kept 
in mind that the procedure of Clausius is otherwise based 
exclusively on what is described in the present paper as 
the macroenergetic view, entirely disregarding existing 
theories of the micro-structure of matter.

If we make a record of the phenomena which are 
directly observable as a result of the function of the 
heal engine operating for example by means of a Carnot 
cycle in a direction which we shall describe as positive, 
the issue is as follows:

1. The heat or entropy reservoir Rx of the temperature 
Tj gives off an amount of heat 5QX and an amount of 
entropy 8S, interrelated by the equation:

8QX = TX5S. (13)

2. The heat or entropy reservoir R2 of the temperature 
T2 receives an amount of heat 5Q2 and an amount of 
entropy 8S, interrelated by the equation:

8Q2 = T28S. (14)

3. In a mechanical work reservoir an amount of work
5Am, given by: 

or:

is accumulated.

5Am = 80,-SQ,

5Am = (Tl-T2) SS

(15)

(16)

This is what may be phenomenologically established. 
Classical thermodynamics, however, does not content it­
self with this description, but looks for a genetic inter­
pretation of the phenomena from a more complicated 
energetic standpoint. While the present theory views the 
process as a transport of entropy, a contention which 
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merely forms a record of the observed phenomena, the 
function, according to the traditional view of Clausius, 
consists in the transformation of an amount of heat 
5 Qx—5Q2 into work, the heat being taken for instance 
from the reservoir Rx, and a supplementary transport of 
heat 8Q2 from Rx to R2. Thus in addition to the heat-work 
transformation a parallel heat transport takes place, which 
is regarded as a compensation for the main process: 
“Die cine aus dem Körper Kx stammende Wärmemenge Q 
(= 5QX — 8Q2) ist in Arbeit verwandelt, und die 
andere Wärmemenge Q2 (= 8Q2) ist aus dem Körper Kx 
in den kälteren Körper I<2 übergegangen”1). In the thermal 
process the presence of such a compensation has become 
particularly appreciated as a condition for the realisation 
of the heat-work-transformation.

If the direction of the cycle is reversed the work 8A, 
will on this view be transformed into heat at the temper­
ature Tx, while simultaneously heat 8Q2 is led from T2 to 
the higher temperature Tx. Il is the impossibility of the 
latter process as an isolated phenomenon which is estab­
lished by Clausius as a special principle exceeding the 
sphere of the energy principle, and it is the simultaneous 
work-heat transformation which is introduced as a “com­
pensation’’ that enables heat to pass from a lower to a 
higher temperature.

The thermal work relation has found another classical 
expression in the following well-known postulate by William 
Thomson2): “It is impossible, by means of inanimate

1) B. Clausius: “Die mechanische Wärmetheorie” I, p. 75 (1876). Cf. 
also H. V. Helmholtz, Wiss. Abhandl. 3, 120 (1895), M. Planck, “Thermo­
dynamik”, 1st Ed., p. 60 (1897), and 9th Ed., p. 66 (1930).

2) William Thomson, Trans. Boy. Soc. Edinb. 1851; Phil. Mag. 4 1852. 
“Mathematical and Physical Papers” I, 174, 511 (1882). 



On the Concept of Heat. 65

material agency, to derive mechanical effect from any 
portion of matter by cooling it below the temperature of 
the coldest of the surrounding objects”. The formulation 
must be interpreted as expressing the impossibility of the 
heat-work transformation as an isolated phenomenon, while 
at the same time conceding the possibility of such a process 
when accompanied by compensating changes.

Of the two parts into which the reversible function of 
the heat engine is traditionally divided the main process, 
i. e. the transformation of heat into work, is imaginary, 
while the compensating heat transport is irreversible. 
The imaginary processes are not known to have been sub­
jected to special consideration in classical thermodynamics, 
but the irreversible processes are well characterised and 
familiar phenomena. It is natural therefore to commence 
our analysis by considering the irreversible heat trans­
port.

As stated above, an irreversible process can always be 
described as a basic process associated with the formation 
of entropy. If the entropy AS is generated in a reservoir 
of calorimetric character at temperature T, the amount of 
heat TAS formed simultaneously can be determined by 
measurements on the reservoir before and after the process. 
If, however, the irreversible process is given merely by the 
initial and final states of the bodies involved, in which case 
we shall say that the process is terminally defined, the 
heat evolution will not be fixed. For the heat, equivalent 
to the work of the basic process considered, may have been 
formed in a reservoir at the higher temperature T' and 
from there have been conducted to the reservoir of temper­
ature T, thus causing additional heat to be produced by the 
irreversible heat transport. The reason for this indetermin-

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Nedd. XIX, 8. 5
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ation of the heat evolution is to be found in the fact that 
the entropy generated does not form part of the initial 
state and that the basic processes acting in the case of 
irreversibility are not therefore terminally established.

The heat transport is an irreversible process describable 
by the amount of heat Q passing from the reservoir Rx to 
the reservoir R2 and the temperatures Tx and T2 of these 
reservoirs. Owing to the general relation :

Q = 11 Si = 12 S2 (17)

the amount of entropy Sx leaving Rx and the amount of 
entropy S2 arriving in R2 during the heat transport are 
terminally determined. Furthermore the generation of 
entropy is fixed by:

AS - S2-St = (18)
1 1 1 2

This terminal definition of the increase of entropy exempli­
fies the general character of entropy as a function of state.

In accordance with the above statements concerning 
irreversible processes in general there arc present, how­
ever, in the heat transport certain important magnitudes 
which are not given as functions of state. The same heat 
transport, describable by Q, Tx and T2, may therefore be 
carried out by means of various basic processes. In all 
cases these consist in entropy transports. As contrasted with 
the entropy produced, however, the amount of entropy 
transported is not terminally fixed. Nor is this the case with 
the temperature of the entropy generation. But, as is easily 
seen, these two indeterminate magnitudes are not inde­
pendent of each other.
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If the entropy transported in the basic process is de­
noted by S and the temperature of formation for AS by 
T, then, by equation (II, 17), which expresses the equi­
valence principle, we may write:

(Ti—T2) S = TAS, (20)

TAS being the energetic heat evolution. (20) can be re­
written as:

(21)

or
(22)

These equations express the correlation existing between 
the variables S and T. If T has been chosen = Tx, the 
entropy AS being produced in Rx, the entropy of the basic 
process is given by:

S = ^L^AS = S2. (23)
1 1 1 2

If on the other hand T = T2, AS is produced in R2 and:

(24)

T = Tx and T = T2 represent two special instances of 
the realisation of the heat transport. Rut actually the heat 
transport can be accomplished in an infinite number of 
ways, since the generation of entropy is not confined to 
one of the temperatures Tx or T2, but can be distributed 
over the two reservoirs Rx and R2 in arbitrary proportions. 
This method can be made use of for instance by intro­
ducing a third heat reservoir R of the temperature T, in 
which AS is produced. The process is then completed by 
transferring AS, in fractions AS' and AS” from R to the 
reservoirs Rx and R2 respectively. This transference should 
not involve any irreversible phenomenon, i. e. it must

5
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consist of two basic processes in which loss and gain of 
work are equal. This condition can be expressed by: 

whence :

and

AS = AS' + AS"

the distribution ratio -1 — X
given by:

X  T — T2 
f—X ” Tt—T’

(25)

(26)

(27)

being completely arbitrary. If the evolution and trans­
ference of entropy are continuous, the reservoir R may be 
given infinitesimal dimensions, so that its addition does not 
constitute any real change of the system. Obviously AS' 
and AS" can also be formed directly in Rj and R2 in the 
ratio given by x or T, without having to pass through an 
R-reservoir. In both cases on the analogy of (20) we obtain:

(Tx—T2) S = 1\AS' + T2AS"

or for the entropy transport in dependence of x:

(28)

The distribution of the entropy over the two temper­
atures Tx and T2 is thus genetically equivalent to its formation 
at the temperature T, if this temperature is correlated with 
the distribution ratio by equation (27).

If not the heat Q, but the entropy S is given in the pro­
cess of heat transport, AQ, the energetic heat evolution, and 
not AS, will be directly defined. Since

AQ = TAS, (29)
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it will not be possible in this case, either, to calculate the 
temperature of the entropy formation. This is in con­
formity with the universal law that entropy evolution is 
determined by the total process and heat evolution 
by the basic process.

Combining (18) and (20) and (29) we may also write 
for the heat evolution :

A Q = Q (T, -Ta) -*- = (T,-Ta) S = Ath, (30) 
*1^2

where T is defined by (27) and Ath is the thermal loss of 
work.

Having thus analysed the auxiliary process of heat 
transport we shall now proceed to consider the imaginary 
main process. As previously mentioned, this process, ac­
cording to Clausius, is a heat-work transformation in which 
work is gained at the expense of heat taken from a heat 
reservoir. The temperature T of this heat reservoir is not 
given. In the usual treatment one puts T = Tx or T = T2. 
We shall first, however, consider the general case of the 
temperature T being arbitrarily chosen. According to Clau­
sius1) the heat expended is then calculated in the following way.

If in a reversible thermal process the amounts of heat 
Qo, Qi and Q2 are given off by 3 heat reservoirs Ro, Rx and
R2 of the temperatures To, Tx and T2
relation : Q0.Q1.Q2_n

F + F + T °
10 1 t 1 2

respectively, the

(31)

is generally valid. Putting Qx = —Q2 = Q, the process, as 
regards Rx and R2, may be considered a transport of the 
heat Q from Tx to T2, while Qo, taken at the temperature 
To, is being transformed into work. Equation (31) may 
then be written :

1) Clausius, “Die mechanische Wärmetheorie” I, 89, 97 (1876).
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(32)

The transference of the amount of heat Q from Tx to 
T2 will thus involve a transformation into mechanical work 
Am of an amount of heat Qo given by (32) and consumed 
in a reservoir of temperature To. If a special term is desired 
for this imaginary magnitude, Qo might appropriately be 
designated as the energetic heat consumption.

On the basis of the general expression (32) we obtain 
for the special cases of T = Tx or T2, the special forms for 
he expenditure of heat:

(33)

and
(34)

respectively. These expressions indicate the amounts of heat 
expended in the production of work at Tx and T2.

As regards the correlation between entropy and heat 
supplied to or removed from a heat reservoir, no distinction 
has been made by Clausius or other classical authors 
between the case in which entropy and heat are commu­
nicated and that in which these magnitudes are developed 
or consumed in the reservoir. Even if it is not explicitly 
stated, classical thermodynamics must therefore be sup­
posed to maintain that there exists the same relation be­
tween heat and entropy in the case of the imaginary process 
under consideration as that universally accepted for the 
process of communication. The consumption of entropy So 
corresponding to Qo in equations (32), (33) and (34) is 
then obtained on division of Qo by To, Tx and T2 respectively. 
We obtain in all 3 cases:



On the Concept of Heat. 71

S„= QT‘\ (35)
1 1 1 2

i. e. a value which is independent of the temperature at 
which the entropy is consumed. This expression is identical 
with the expression (18) for the evolution of entropy in the 
process of heat transport.

'flic result obtained may also be expressed in the fol­
lowing way. Since the total function of the heat engine in­
volves no change of entropy, it is known beforehand that 
the expenditure of entropy in the imaginary process and 
the evolution of entropy in the compensation process must 
be identical. The entropy given by (18) will therefore be 
consumed concurrently with the amount of heat expressed 
by (32). This means that the relation between heat consumed 
and entropy which was supposed above to be accepted in 
the classical treatment, actually follows as a necessary con­
sequence of the classical assumptions.

On the basis of these considerations the partial processes 
in the classical theory of the heat engine are thus seen to 
resolve themselves as follows:

The imaginary process is split into two partial processes, 
the first being a basic mechanical process representing the 
gain of work Am, the second being a consumption of entropy 
So taking place at an indeterminate temperature To. The 
energetic consumption of heat Qo given by Qo = T0S0, is 
synonymous with this expenditure of entropy.

Similarly the irreversible compensating process is split 
into two partial processes, the first being a basic thermal 
process consisting in a transport of the entropy S from 
Tx to T2, and representing the loss of work Ath, the second 
being an evolution of entropy AS taking place at an in­
determinate temperature T. The energetic heat evolu- 
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tion AQ = TAS is synonymous with this evolution of 
entropy.

According to equation (32) the mechanical gain of work 
Am is identical with the thermal loss of work Ath defined 
by equation (30), in perfect accordance with the demands 
of the energetic theory. In addition to these equivalent work 
phenomena which, jointly, give a complete account of the 
empirical function of the heat engine, the classical theory, 
according to the analysis offered, postulates the consump­
tion of a certain amount of entropy in the main process 
and an evolution of the same amount of entropy in the 
compensating process. These changes, if occurring at un­
equal temperatures, would constitute a transport of entropy 
from one temperature to another and thus represent an 
amount of thermal work for which no energetic equivalent 
is available in the operation of the heat engine. Such a 
phenomenon would be at variance with the energy principle 
also in its traditional formulation. Accordingly the alleged 
formation and consumption of entropy must oc­
cur at the same temperature.

The recognition of this circumstance, however, 
entirely removes the basis of the classical inter­
pretation, according to which the function of the 
heat engine consists in a heat-work transforma­
tion. If an expenditure of entropy of the same magnitude 
as a simultaneous evolution of entropy were to take place 
in different sections of the system but at the same tempera­
ture, then these processes would completely cancel and the 
attribution of any kind of reality to the separate pheno­
mena would have no physical sense. Similarly one cannot 
attribute any reality to the concurrent phenomena of ere - 
ation and consumption of the equal thermal energies TAS 
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and T0AS, no matter what terminology is used for design­
ating these energy terms. The classical doctrine that TAS 
is converted into work while at the same time TAS is 
generated as a consequence of the irreversible heat trans­
port would be quite parallel to supposing that the turning 
of a loaded balance in a state of equilibrium might be 
interpreted as a process in which one of the loads were 
raised at the cost of an amount of heat supplied irreversibly 
by the lowering of the other. Assertions of this kind are 
physical absurdities which must be excluded from rational 
science. In accordance with the energetic theory we are there­
fore justified in contending that no heat is consumed in 
the operation of the heat engine and that the 
classical theory of the thermal production of 
mechanical work is based on a misinterpretation 
of experimental realities.

IV. Conclusion.
This concluding section contains a recapitulation of the 

more essential ideas to which we have been led through 
the present investigation. Some results arrived at or implied 
in the previous articles regarding the concepts of heat and 
work are also included.

1. The fundamental thermal concepts are defined on 
the basis of calorimetric phenomena. IL is a requisite of 
the application of the calorimetric method that the various 
basic processes are interdistinguishable. A calorimeter, 
describable also as a heal or entropy reservoir, is a system 
the changes of which are due solely to its taking up or 
giving off entropy. A standard calorimeter serves to de­
fine amounts of entropy taken up or given off by it in 
communication with the surroundings.
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2. Any irreversible process is conceivable as a trans­
port of energetic quantities in connection with generation of 
entropy. If 5K is the quantity transported and if it passes 
from a potential Px to a potential P2, these potentials being 
conjugate to the quantity considered, then the relation:

(Px-P2) 5K = TdS (1)

where dS is the increase in entropy and T the absolute 
energetic temperature at which the entropy is generated, is 
found to be universally valid. This fundamental law 
of nature forms the basis for the creation of a 
new thermal concept TdS which is called heat. 
Since the generation of entropy is bound to irreversible 
changes and is always positive, the concept of heat is 
essentially that of a heat generation.

The increase in entropy dS is defined as the amount of 
entropy to be added to the reacting system in order to re­
produce the irreversible process reversibly. It is measured 
by means of the standard calorimeter from which it may 
be reversibly transferred.

3. The product (Px—P2) 8K represents work in a 
generalised sense. Equation (1) identifies the loss of work 
and the heat evolution. It is an expression, therefore, of the 
generalised law of energetic equivalence. In a world 
of reversible processes dS = 0, and all energetic phenomena 
would be describable in terms of work. In such a world 
there would be no rational basis for the creation of a concept 
of heat.

4. It is the obvious phénoménologie similarity between 
terms on the left hand side of equation (1) and the cor­
responding dissimilarity between these terms and the right 
hand side product TdS that has led to the new terminology 
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by which the terms heat and work have acquired a clear 
and unequivocal meaning. Classical thermodynamics does 
not accept the terms heat and work in the same sense. 
This of course does not affect the validity or significance 
of equation (1). The question of terminology is one of 
convenience and logical adaptation, not one of truth or 
untruth.

5. In addition to the law of the equivalence of heat and 
work which is recognised by classical thermodynamics in 
some particular instances, heat is generally characterised by 
the law of heat conduction. The actual contents of this 
law are given by the equation:

T^Si = T25S2. (2)

It has been shown, however, that equations (1) and (2) are 
not independent, the process of heat conduction being a 
special case of the process of heat generation, and that no 
new thermal concept, therefore, can be established on 
equation (2). This demonstration is of some significance, 
since it is the object of science to reduce as far as possible 
the number of axiomatic postulates upon which it rests. 
What is called heat transport is either simply an isothermal 
transport of entropy or in case of temperature inhomo­
geneity it is such a transport associated with a heat gener­
ation in conformity with equation (1).

6. If the law expressed by (2) is being described as 
the law of heat conduction or heat transport, this involves 
that the addition of the entropy 5S to a system of temper­
ature T is synonymous to the addition of an amount of heat 
TdS. If the system is a calorimeter it is customary and 
permissible to say that the amount of heat in the calorimeter 
has increased by T5S. Heat in this sense is not, however, 
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comprised in the definition of heat by equation (1) from 
which it differs fundamentally, but must be ranged with 
other energies of the type PdK for which no law of trans­
formation — and also no special designations — exist. It 
pertains to what might be called functional energetics 
or energetics of state. This kind of energetics is con­
cerned with changes in partial or fractional systems with 
no reference to simultaneously effected alterations in other 
fractional systems and is of quite formal character. Work 
and heat as energetic realities are dealt with in the ener­
getics of processes. This branch of science is concerned 
with the interconversion and equivalence of the various 
forms of energy and is characterised by disregarding no 
part of the phenomena involved in the total change. It 
deals with closed or isolated systems. Indiscriminate appli­
cation of the functional heat concept within the energetics 
of processes is a regrettable feature of classical thermo­
dynamics.

7. If a system of pressure p receives a volume Sv from 
an external source, traditional thermodynamics claims an 
amount of work p5v to be “done” by the system, although 
this “work” is intransformable and the change, therefore, 
comes within the domain of “functional energetics”. As in 
the case of heat this traditional terminology involves the 
danger of confusing intrinsically incommensurable con­
cepts and is actually to a considerable extent responsible 
for the inconsistency of classical thermodynamic ideas.

8. Reversible processes are considered by classical 
thermodynamics as processes with which there may be 
associated a transformation of heat into work or vice versa. 
This view is not compatible with a consistent and general 
definition of the concepts of heat and work. Nor is this the 
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case with the traditional postulates that irreversible pro­
cesses involving substances which obey the ideal gas laws 
occur without heat evolution.

9. The heat which according to the classical view is 
consumed in a reversible spatial process may be taken 
from a heat reservoir or from the expanding system itself. 
In the first case the conclusion concerning a heat-work 
transformation is based upon the sort of fallacy of argument 
which was indicated under 6. In either case it is made pos­
sible by the obscurity of the classical definition of the pheno­
mena of generation and consumption of heat and the lack 
of precision in what is called the “work of expansion”.

10. Chemical work according to traditional ideas ori­
ginates partly in “chemical energy” concealed in the system 
and measurable as an irreversible thermometric heat evo­
lution, partly in heat taken from an external source. The 
concept of “chemical energy” is, however, completely unde­
fined and that of chemical heat-work transformation meets 
with the same obstacles as the heat-work transformation in 
the spatial process.

The traditional interpretations of chemical and spatial 
processes involving substances which obey the perfect gas 
laws are entirely incongruous in spite of the obvious simi­
larity of the processes.

11. The proposition of the impracticability of an un­
compensated heat-work transformation, though fre­
quently violated in the treatment of an isolated problem, 
seems to be generally adopted within classical thermo­
dynamics. On the other hand, classical thermodynamics 
has set up and strongly advocates the doctrine that a heat­
work transformation is actually realisable if supported by 
some sort of concurrent compensation. The nature of this 



78 Nr. 8. J. N. Brønsted:

compensation is, however, not specified, in fact it has 
received but a very cursory attention in the historic evolu­
tion of the theory of heat.

Concerning this crucial contention in classical thermo­
dynamics it has been shown above that the moment a heat 
consumption is postulated as an equivalent for the pro­
duction of work, such as is the case in any imaginary 
classical process, the compensation, simultaneously neces­
sitated, will emerge automatically in the shape of an irre­
versible process involving as such a generation of heat. 
Moreover the heat expended and the heat generated prove 
to be equal and to appear at the same temperature. Con­
sequently the two caloric phenomena will cancel completely 
and there will be left no source of caloric nature for the 
production of work. This argument does not depend upon 
any terminologie circumvention, the term heat in both 
cases standing for energy members of the form TAS of 
quite unambiguous significance.

12. The classical notion of a generation or absorption 
of heat is closely bound up with the appearance of temper­
ature changes in the reacting system. For instance, when the 
reaction involves a fall in temperature, heat is supposed 
to disappear. If heat is to be taken as a form of energy, 
such a view is incompatible with the principle of energetic 
equivalence and is therefore an obstacle to the formation 
of a rational and consistent concept of heat.

13. The function of the heat engine has been of decisive 
significance for the comprehension of heat. According to 
Carnot a passage of heat from a higher to a lower temper­
ature constituted an equivalent for the work gained by the 
engine. In the theory of Clausius the function of the engine 
was claimed to be a compensated heat-work transformation.
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The energetic theory, finally, views the function as a 
work-work transformation exclusively controlled by the 
work principle.

In conformity with the general postulate that the con­
cept of heat is foreign to reversible processes and that the 
theory of energetic compensation is illusory, special evidence 
has been brought forward to show that also in the case of 
a thermal process no heat is consumed in the mechanical 
performance of work.

14. Heat is a macroscopic entity. The maintenance of 
a concept of heat is vindicable only through the existence 
of macroenergetic phenomena and the fulfilment of macro- 
energetic laws. The question as to the “nature” of heat is 
without object. The contention that heat is “motion” or 
energy of molecular motion, no less than the contention 
that heat is a fluid, is incompatible with the classical thesis 
that heat does not possess the character of a single-valued 
function of state.

Indleveret til Selskabet den 26. Juli 1941. 
Færdig fra Trykkeriet den 27. Oktober 1941.
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In 1935, Yukawa9 pointed out that short range nuclear 
forces may be accounted for by a field of a new kind 

corresponding to the existence of particles—now generally 
denoted as mesons—with a rest mass intermediary between 
those of the electron and the proton, and with an integral 
spin. Since then, the meson field theory has been treated by 
a great number of authors and has undergone an important 
development in various respects.

Originally, Yukawa used a scalar field function implying 
the mesons to have spin 0. Such a formalism gives, however, 
a repulsion between the nucleons in a 3S slate of the deuteron 
in contradiction to the experiments which show that the 
ground state of the deuteron is just a 3S state. The difficulty 
was overcome in the further development of the theory 
when, according to a formalism due to Proca2), the field 
was described by means of a vector function. This form 
of the theory which leads to the value 1 of the spin of the 
mesons was developed by Yukawa and Sakata 3), Fröhlich, 
Heitler and Kemmer41, Bhabha51, and Stückelberg6). 
Assuming that the spin of the meson does not exceed 1, 
Kemmer 7) was able to show that the meson field can be 
described by four—and only by four—different wave­
functions characterized by their covariance properties. 
Besides the mentioned “scalar” and “vector” functions, 
“pseudoscalar” and “pseudovector” wave-functions or 
arbitrary combinations of all of them are possible.

1



4 Nr. 9. Ib Nørlund :

In his first paper, Yukawa considered charged mesons, 
only, but in the subsequent development it has been neces­
sary also to assume the existence of neutral mesons in the 
theory, since it was shown by collision experiments that 
the interaction—at nuclear distances—between two protons 
is approximately the same as that between a proton and a 
neutron8). As found by Kemmer9), this experimentally 
observed charge independence of the nuclear forces can 
be accounted for in combining the wave-functions of the 
charged and the neutral mesons in a certain symmetrical 
scheme in which the nucleons interact equally strongly 
with neutral, positive and negative mesons.

In a paper by Møller and Rosenfeld10) (in the 
following quoted as MR.) it was shown, however, that, 
when introducing the charged and neutral mesons in the 
mentioned symmetrical way, it is necessary to combine the 
“vector” theory with the “pseudoscalar” theory in order 
to avoid the appearance of singular terms in the static 
interaction between nucleons and, thus, to obtain a basis 
for an unambiguous description of the stationary states of 
atomic nuclei.

The charge independence of the nuclear forces may, of 
course, also be explained by using neutral meson fields, 
only. A theory on these lines has been put forward by 
Betiie11) who used a vector held function for the descript­
ion of the neutral mesons. In order to get finite results in 
the calculations following from such a theory it is, however, 
necessary to “cut off” at small distances in a more or less 
arbitrary way. To obtain an unambiguous theory for the 
energy levels of the deuteron without having recourse to 
such a procedure it is, again, necessary to combine two 
types of meson fields, viz. a “scalar” and a “pseudovector” 



Undor Representation of the Five-dimensional Meson Theory. 5

field (cf. MR. p. 34, footnote). This theory which, in the 
following, will be called the “neutral meson theory” can in 
certain respects be regarded as dual to the “symmetrical 
meson theory” treated in MR.

The symmetrical theory has been brought into an 
equivalent and particularly compact form by Belinfante 12) 
who has written the 15 field equations as one single “undor” 
equation showing a close analogy to the Dirac equation of 
the electron. The “undors” introduced by Belinfante are 
quantities which under Lorentz transformations behave 
like products of Dirac wave-functions (four-spinors).

Irrespective of the form in which the symmetrical theory 
is written, the field equations contain four universal con­
stants, /Í, f'^, gq and </2, mutually independent apart from 
the condition

(A)2 = (f7a)2

which is unavoidable if the singular terms shall cancel 
each other in the nuclear interaction. The circumstance 
that the two kinds of fields appearing in the theory are in 
no direct connection with each other and, furthermore, the 
occurrence of a large number of independent constants 
constitute an unsatisfactory feature of the theory. Recently, 
however, Møller has shown in a paper13' (quoted in the 
following as M.) that the field equations of the vector and 
the pseudoscalar theory can be comprised in one set of 
five-dimensional field equations which become invariant 
with respect to five-dimensional rotations on condition that
the independence of the constants is restricted by the
relations

A = g\ and f2 = — </2.

The advantages of the representation used by Belin­
fante as well as the simplification obtained by a five- 
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dimensional treatment of the theory make it desirable to 
generalize the undor description of the meson theory to 
the case of five dimensions, a generalization which will be 
performed in the present paper. In this way, we obtain a 
rather concise and clear form of the theory and, at the 
same time, the relation between the neutral and the sym­
metrical theory is elucidated from a new point of view.

The first sections of this paper are devoted to a more 
detailed account of some of the earlier investigations 
mentioned above. Thus, section 1 contains the fund­
amental equations for the symmetrical theory in live 
dimensions, in section 2, a certain representation of the 
Dirac matrices used in the following, the so-called Kramers 
representation, is introduced and, in section 3, a short 
account of the general transformation formulae for in­
finitesimal and finite rotations in five dimensions is given.

Next, section 4 contains the definition and the simplest 
properties of the four-dimensional undors introduced by 
Belinfante as well as of their five-dimensional generaliza­
tion with the alterations which are made necessary by the 
condition of invariance with respect to five-dimensional 
rotations. Finally, the undors are expressed by the tensor 
field quantities and an example is given in order to il­
lustrate the way in which calculations with undors are 
running.

After these preparations, it is possible to set up, in section 
5, the undor field equation of the symmetrical theory 
and, in section 6, the undor field equation of the neutral 
meson theory which only by a change of sign differs essent­
ially from the former equation. In section 7, the “adjoint” 
undor is introduced and expressed in terms of the original 
undor elements. Furthermore, the corresponding differential 
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equation for this adjoint undor is derived. Now, in section 
8, it is shown that the field equation for the symmetrical 
theory may be derived from a variational principle, the 
corresponding Lagrangeian assuming a rather elegant form 
in the undor formulation. The wave-equations of the nucleons 
and the expression for the current vector are derived.

This formalism is especially well suited to be used for 
the description of the symmetrical theory but, as shown in 
section 9, not for the description of the neutral theory. 
Thus, the impossibility of obtaining in such a way a La­
grangeian principle for the neutral theory in live dimens­
ions would seem to offer an argument in preference of 
the symmetrical theory.

1. Fundamental equations of the five-dimensional 
symmetrical meson theory.

In the five-dimensional meson theory the 10 field equa­
tions of the vector theory together with the 5 equations of 
the pseudoscalar theory are comprised in the following 
equations (cf. M. (12)):

<*pv ^p V p + ^pv

Dv ^pv + K’2 ¿p = p w

p, V = 0, 1,2, 3, 4; K = n

(a)

(b)
(1)

where and 7/^ are five-vectors, 6rgv and ÄyV are an­
tisymmetrical five-tensors in the (.r0, x2, x3, x4)-space,
and Mm is the mass of the meson. A heavy printed letter 
indicates that the quantities in question have three 
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independent components in isotopic space so that, for 
instance, signifies the symbolic vector:

We have, thus, to do with three non-interfering meson 
fields, the index 3 referring to the neutral field, while the 
indices 1 and 2 refer to the real and imaginary part of the 
complex field representing the charged mesons. The sym­
bols G* and ¿ describe the field quantities, while >S and .1/ 
denote the densities of the source distribution defined by

= 7i V'tTY^

, 72 + r 1
>%v = 2k V'^ÍYn-Yv]’/'

where T is the isotopic spin vector, ip the wave-function 
of the nucleons, and its adjoint ip^ is given by

(3)

Further, [y^, yv] is the commutator of the quantities y^ 
used in M. and explicitely written down in equations (5) 
of the next section.

The equations (1) are evidently invariant with respect to 
the group of five-dimensional rotations. This group in­
cludes, of course, the complete Lorentz group of trans­
formations in the (itq, x2, a*3, ;r4)-spacc under which the 
field quantities of the vector theory and of the pseudoscalar 
theory are transformed separately. For a general five­
dimensional rotation, however, the field quantities of these 
two theories arc mixed up.

2. The Kramers representation.
Let px, p2, p3, oq, cr2, cr3 be the ordinary Dirac matrices, 

where p3 and cr3 are diagonal (“Dirac representation’’).
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Introducing now the variables px, 
following relations

P-/’ PZ’ «X’ «y’ «z by the

Px = P3 «X = «1

Py = ' — p2 «y = 0-2 > (4)

PZ = Pl «X = cr3

it is seen that the new variables satisfy the same algebraic 
relations as the original variables, e. g.

PxPy = ZPz-

In the so-called Kramers representation which we, following 
Belinfante, shall use in the present paper, pz and uz 
are chosen to be diagonal so that the matrices of px, py, pz, 
crx, œ , &z in the Kramers representation are the same as 
the matrices of px, p2, p3, oq, ct2, cr3 in the Dirac repre­
sentation.

For reference, we write down in the Kramers repre­
sentation some of the quantities which will be used in the 
following:

ß = Px

Y = — iß« = ~Py«

Yr = ß = Px

Yo = y i y2 y3 y4 = — p:

(5)

3. Rotations in the five-dimensional space.

For an infinitesimal rotation in the five-dimensional space,

V = 0
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a four-spinor transforms according to the formula (cf. M.

(9). (9'))

where
(7)

(8)

(9)

or, in the Kramers representation,

{9yv}

0
Z
9 Px°x

1
— P O’2 rx y

i
— p o -9 r'x Z 2 Py

z
— 0 O’9 rx X 0

Z
2^

i
’ 2

z
— p o9 r Z X

i
; p O’9 rx y

z
" 2^ 0

z
2 CTx

Z
— p O’9 Rz y

Z z z i
2^ 0 2PxCTz

Z z i z
9 P /Z — p o9 rz x — p O’2 y ------p o9 rz z 0

(10)

The transformation equations for a finite rotation in the 
(x’a, xp)-plane are obtained by substituting (8) into

S (<p + dtp) = S (<p) • S (d<p) .

We get thus the equation

S (<p + d<p) = (1 + <7a(3 d<p) S (<p)

with the only continuous solution

to be used in (7).
(ID
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4. Undors.

Undors are, according to the definition of Belinfante, 
quantities transforming as products of four-component 
Dirac wave-functions (four-spinors). The number of four- 
spinor factors in the corresponding transformation scheme 
is called the rank of the undor. An undor of the first rank 
is thus simply a four-spinor.

In the following, we shall deal with undors of the second 
rank, i. e. quantities with 16 components ^k¡kt transforming 
as products ipki tyk* (klt 7c2 = 1, 2, 3, 4). It will be con­
venient to arrange the 16 components into a square scheme

which, however, is not to be confounded with a matrix 
representing an operator.

In our considerations we shall only need operators which 
act either on the first or on the second index of the undor. 
We characterize such operators by providing their matrices 
with the suffix or (2\ respectively. Operators with the 
matrices A^ and A(2\ for instance, will transform the undor 

T according to the formulae

= JF dl I U' )'t'l-A,
k' = 1

4

k' = 1

(13)
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In accordance with (7), the transformation of an undor of 
the second rank by a rotation in the five-dimensional space
is given by

(14)

It can be shown that, if we only consider the subgroup 
of Lorentz transformations in the (x1} x2, x3, <r4)-spacc, 
the transformation (14) will have the special property that 
the elements inside one of the four subsquares (T11, T12, 

Ym), (Ts1, V32, 4'11, Y„), (Y,,. T», Y,,, Y,,) and (Y33, 
T34, ^43> ^44) arc n°t mixed up with elements of the other 
squares. This is just the case treated by Belinfante in 
his four-dimensional theory. He was able to show that an 
undor of the second rank comprises—with respect to the 
complete Lorentz group—a scalar, a four-vector, an 
antisymmetrical tensor of the second rank, a pseudo-four- 
vector, and a pseudo-scalar. Furthermore, he deduced a 
possible correspondance between the 16 components of 
these quantities and the 16 undor elements. Now, the meson 
fields and the source densities are described just by the 
tensors mentioned above, a fact which makes the undors 
so useful in the treatment of the meson theory. In the 
correspondance chosen by Belinfante, a symmetrical 
undor contains only the quantities appearing in the vector 
meson theory (the Proca field), while an antisymmetrical 
undor contains the quantities of the pseudoscalar theory, 
so that a general undor will just represent the combination 
of fields dealt with in MR. This correspondance is, however, 
not unique since another possible correspondance would be 
obtained by changing the sign of all elements in one or more 
of the four subsquares in (12).

Passing to the five-dimensional theory, the field variables 
of the vector and the pseudoscalar theories are, as mentioned 
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in section 1, comprised to a five-vector and an antisym­
metrical five-tensor of the second rank (cf. M. (10), (10'),
(11) , (11 ')). Now, if we do not confine ourselves to Lorentz 
transformations but consider Hie full group of five-dimen­
sional rotations, we find that the transformation (14) mixes 
up elements from different subsquares of the undor scheme
(12) . This means that some of the arbitrariness in the 
mentioned correspondance between undor elements and 
field quantities is removed.

It is thus impossible to make a straightforward generaliz­
ation of the correspondance set up by Belinfante in re­
placing the field quantities of the four-dimensional theory 
by the corresponding quantities in five dimensions. A simple 
calculation shows that this would lead to obvious contra­
dictions. Consequently, we have to find a new correspond­
ance between the 16 undor elements, on one hand, and 
the antisymmetrical tensor and the five-vector f' 
on the other hand. Since the last mentioned quantities 
together have 15 components only, we add a scalar /t in 
order to obtain the complete representation of the 16 
independent undor elements. The criterion of the consist­
ance of such a correspondance is that the transformation
(14) transforms the quantities 6?^, and /t as the com­
ponents of a tensor, a vector and a scalar, respectively.

A straightforward calculation shows that such a cor­
respondance can be obtained from the correspondance 
scheme set up by Belinfante by a direct generalization 
to five dimensions followed by a change of sign in the two 
subsquares forming the last two columns of the undor 
scheme. This correspondance is given below, in equation
(15) , for the meson fields and, in equation (16), for the 
sources giving rise to these fields.
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In the last formula, C denotes a scalar which must be 
included in the scheme similarly to the scalar /Í in (15).

From the equations (2), (3), (5) and the equation

C = — i/d t th, (17)
K 7

which is the only possible expression for a scalar source, 
it is seen that

íTp Xk, k, = CTP)cT Vk, ( 18)

where is an operator dividing C, Jf and >8»^ by g0, 
gx and g2, respectively.

A simple calculation shows that the correspondance (15) 
satisfies the criterion mentioned above. As an example, we 
shall bring the calculation for a rotation in the (x0, xi)~ 
plane. The corresponding operator S in equation (14) is, 
according to (10) and (11),

® <p
.S = cos — — i sm

From (14) we then get

*ii = *1! cos2-|-1>„ Sin’- + <!>„) sin ’ cos ?

*12 = *ia cos2 -^ — *4, sin2 —í(*l3 + *4s) sin I H°s I

. . . etc. (16 eqq.)
or, from (15),

^23 + ^¡4 + i ^13 — Í ^*24 =

= ^23 + 14 COS <p + i <X13 COS <p — Z <x24 — Z 6r03 sill Ç> — <jt04 S ill Ç»

— ^*12 — í*34 “T ZK Uq — i H' —
— — Í>12 COS <P— 6*34 + Í K Uq COS 9— Z /í + úr02 SÍll <p + Z K f \ sill <p 

... etc. (16 eqq.).
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Solving these equations wc get

^*23
— 23 =

14 = ^*14 cos 9“ ^"04 sin 9 etc.
^<13 = ^>13 cos 9- ^*03 sin 9
€»24

24 K -- Jt
fir 12 = ^*12 cos 9-- ^"02 sin 9
f*34 — ^*34

. . . etc.

i. c. the well-known transformation formulae for a tensor, 
a vector and a scalar under the rotation in question.

5. The undor field equation of the symmetrical 
field theory.

Having obtained a correspondance between the tensor 
quantities of the meson theory and the elements of the 
undors 4* and \, we may now comprise the 15 equations 
(1) and a trivial scalar equation in one undor equation 
closely analogous to the Dirac equation of the electron:

2KT + 2X+(r,J’-y®)nM'»> = 0 (19)

which, of course, corresponds to 16 equations between the 
undor elements.

In fact, since the operator y^ has the representation

the introduction of (15), (16) and (20) into (19) gives the 
equations
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K (^23 — ^23) + K (€* 44 ~ + i K ( ^*13 — ^13) —

— Z K ( <k24 — $24) + K (z I>3 + 7>4) ( — Z U.2) +
+ k(z'/)l + 7)2) (- f/3 + Z u4) = 0

(A’i = 1, k.2 = 1)
— K ( 6? 12— $12) — k( €< 34— $34) + z (k2 <70— JIq) — z k ( fi—<*) + 

+ Z 7/j ( €< 03 — Z K I74) + (z €< 04 — K t 3) +

+ z7Jt(f»01— zK Ï72) + 7)2(z €>02— K ¿4) — 0
. . . etc. (16 eqq.) (Aq = 1, A'2 = 2)

with the solution

€<23 — $23 = 7)2I73 — U2 K2 L 0 + 7>t €<oi + A)2 €j?02 +
€>14 — Sl4 = 79t t 4--/A + 7)3 €<o3 + 794 ^04 —

^*13 — $13 = DttJ3--^3 . . . etc.
€*24 $24 = A92 4 --Ö4 U, K = €
€<12 — $i2 = 2--^2

€*34 ^34= Ai3r 4-

. . . etc.

i. e. the equations (1) and the trivial scalar equation

K = C.

The equation (19) differs from the undor equation of 
Belinfante (formula (20), p. 26) by the sign of y^ 111 
accordance with the change of sign in the correspondance 
equations (15) and (16). On account of the well-known 
properties of the Dirac matrices yu, the equation (19) is 
invariant with respect to live-dimensional rotations.

6. The undor field equation of the neutral meson theory.

Like the equation (19), the undor equation

2K'f + 2.V + (Y(p1, + y(p’)ZJ11'f = 0 (21)

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX,9. 9
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is invariant with respect to rotations in five-dimensional 
space. As it will be shown in the following, (21) represents 
the field equations of the neutral meson theory. Con­
sequently, the undor quantities Y and X are not printed 
in heavy letters in this section, since the neutral theory only 
deals with one single component in the isotopic spin space 
(cf. Section 1).

Substituting (15) and (16) in (21) we obtain the 16 
invariant field equations

K—C + DyU^ = 0

= K-U^+D^K

<"^ka + «xG,k+OkGa>) = «

(a) I

(b) (22)

(c)

where /[p, v, i,k, Ä] is the number of inversions in the 
permutation p, v, i, k, à of the numbers 0, 1, 2, 3, 4.

The equations (22) may also be written as

K— C+ Div U = 0 (a)

M = K2 U + Grad K (b)

k(G —S) = Rot G (c)

(23)

where Div and Grad arc the straightforward generalizations 
of these differential operators to five dimensions, and Rot 
is defined by

A ^kA + ^A Gik + GAi = PotikAG = (—l)7[,’K’À’p’vlRotRVG. (24)

If we express the antisymmetrical tensor of the second rank
G'pV by an antisymmetrical tensor G1K^ of the third rank by 
means of a formula analogous to (24) we get, instead of 
(23 c), the tensor equation of the third rank

k(G— S) = pcrrG. (23 d)
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Supposing now that the variables in (23) are independent 
of the coordinate x0, we find that these equations reduce 
to the four-dimensional equations

K-C + DkUk = 0 (a)

•Wft = + (b)

M„ = K2 U„ (c)

K(GMm —SMm) = ('ln. + <d >

~ ^r^klr' (0

(25)

Latin indices running only from 1 to 4. The equations 
(25 d) and (25 e) are obtained from (23 d) for i, k, Ä # 0 
and i = 0, respectively. The equations (25) are just 
the field equations of the neutral meson theory in four 
dimensions.

We have, thus, for the scalar-pseudovector theory in 
five dimensions in (21) obtained an undor representation 
similar to that given by (19) for the vector-pseudoscalar 
theory.

7. The adjoint undor.

We define the adjoint to an undor T of the second 
rank in a similar way as it was done in the case of an 
undor of the first rank by the equation (3):

Tt = — T*ß(l)ß(2)- (26)

Consequently, transforms under a transformation (6) 
according to the formula 

(27)

so that T is an invariant. As usual, multiplication from 
the right by operators A^1 and A^2 is defined by

2
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4

(28)

k' = 1

whence
(29)

k' = 1

4

Remembering that the field quantities and Uk 
(k, Z = 0, 1, 2, 3) are real, while and 7Í are purely
imaginary, we get from (15) by a simple calculation that 
the elements of can in a simple way be expressed 
by the elements of viz.:

From the undor field equations (19) and (21) we get 
the following differential equations for the adjoint undors 
in the symmetrical and neutral theory, respectively:

2KTt + 2A't-Tf/Ju(y(ul)-y(u2)) = 0 (31)

2KŸf + 2Àrt -^^(y^+y^) = 0. (32)

8. The Lagrangeian and the current vector in the 
symmetrical theory.

The field equations (19) may be derived from the va­
riational principle

5\^'i/ß=0 (33)
</

where
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= ipt (k + Yu~Yp nJ V + 2x| (34)

the 16 quantities k being varied independently. In the 
expression (34) a scalar product like 4*1 T means

4

<35>

The function ■£’ can, however, not be considered as a 
Lagrangeian. In fact, if we express -Z?' in terms of the 
tensor held variables, we obtain

= K |— 6r RV pv + r2 Í n ^p + + ^’pv^pv —
... 1 . . l(36)

— 2I/p 2 J£C+ I p/>v ^pv + _2 ^*pv(7)p V~DV 1 p)j

where now 6?yV, IL audit should be varied independently, 
but all components of (>l^v cannot be regarded as canonical 
variables, since some of the corresponding time derivatives 
do not appear in We have, therefore, to proceed other­
wise and to regard the field equations (1 a) as definitions of 
the 6rpv, so that the quantities IL, only, are independent 
variables in (36). At the same time, we put the scalars K 
and <7 equal to zero, these quantities being unimportant in 
this connection. Substituting the expressions (1 a) for 
in (36) we obtain, by partial integration, the Lagrangeian

+ (37)

Expressing the equations (la) in undor language, these 
relations are now to be regarded as subsidiary conditions 
in the variational principle (33). As the total Lagrangeian 
we get thus
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J{*f [(k + ^^\)* + 2x] + 

+ 2 yV'^YiA + ^f)’/'} d!!

or, in terms of the tensor field variables:

(38)

(39)

where J/o is an abbreviation for

A/o =

Mn and Mp denoting the masses of the neutron and the 
proton, respectively.

Then we have, in accordance with M. (21) and (22), the 
variational principle

S Z3 = 0 (40)

4- *

where ip, ip and 17^ should be varied independently in such 
a way that the variations are zero at the boundary of the 
region Si. The Euler equations corresponding to variations 
of the Up are, as already mentioned, identical with the 
field equations (16). Similarly, variation of ip and ip^ leads 

to the wave-equations of the nucleons. In this derivation, 
we can utilize the undor form (38) of . Remembering that 
the undor Jt, only, and not 4* depends upon ip and ip\ 

we get

(41)
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with

(42)

In terms of the tensor field variables these equations 
become

I pTYp+ 4K^c ^uvT [Ypp Yv] J 0 (43)

(44)

which are the same as (15) and (15') in M.
Multiplying (41) by xp* from the left and (42) by xp 

from the right, and adding, we get

^p^YpV7 = °- (45)

Furthermore, multiplying (41) by from the left
1 2

and (42) by - from the right» and adding, we obtain, 

by using the ordinary commutation relations of the isotopic 
spin matrices1:

^u^^aYpV7 = A Aj3. (46)

Here we have used the formulae 

indicating that is a homogeneous function of the first 
degree in xp and xp\ respectively.

1 The symbol A indicates, as in MR. and M., a symbolical vector 
multiplication, e. g. (4 A /f).{ = .4r B.> — .4^
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In a similar way, we get from (19) and (31), using (29)
and (30),

= A* Af-'VaA-L' T a A .

(47)

(48)3

satisfies the divergence relation

(49)

and, consequently, all quantities (49) arc identically equal 
to zero.

have vanishing divergence but, on account of (15) and (30), 
it is seen that 

From (45), (46), and (47) we finally see that the five- 
vector

Thus, the vectors ip^ ip and 5^ may be interpreted as the 

five-dimensional particle-current density and charge-current 
density, respectively.

The expression (48) for the charge-current density is 
obviously the only possible. It is true that also the quantities

T3

(1) (2)
Y'-- •V

T/ 2 '
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9. Difficulties of the five-dimensional neutral 
meson theory.

If we try to establish a variational principle of the neutral 
meson theory given by the equations (21), (22), and (23) 
in the same way as it was done in section 8 for the symme­
trical theory, we meet with a serious difficulty. Since the 
equations (21) of the neutral meson theory differ from the 
equations (19) of the symmetrical theory by the sign of 
Yp, only, one would expect that a variational principle 
of the neutral theory would be obtained from (33) by 
changing the sign of yj/ in (34). Such a procedure, how­
ever, does not lead to the right field equation (23), but we 
get a set of trivial equations in which the terms containing 
the operators Grad, Div and Rot in (23) are missing.

The reason for this peculiar difference between the two 
theories is the following. In section 8, we have in the derivat­
ion of the field equations from the variational principle 
made use of the relation

r f
where klt are determined by (cf. (30))

k^k't

The analogous relation in the neutral theory is 

<9
Yv) + Yv)

(52)
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and the difference in sign of the right-hand sides in (51) 
and (52) makes in the Euler equations all terms containing 
derivatives cancel each other.

The four-dimensional theory described by (25) may, 
however, be derived from a variational principle with the 
Lagrangeian

(53)

K and Gklm being the independent variables, while Uk and 
Gkl are defined by (25 b) and (25 e), respectively.

Since

Gpy ~ Gkl + 3 Gklm Gklm (54)

the direct generalization of the Lagrangeian to five-dimen­
sions will be

k I 1 I
= 2 I 2 G>" <:^ ~S»v - K" - '<2 + 2 KC • 05)

If we vary K, the being defined by means of (23 b), we 
really obtain the equation (23 a); but if we vary all the Gpv 
independently—which would be a possible generalization of 
the four-dimensional case—we get the equations

(56)

which differ from (23 c) by the essential term Rot G.
On the other hand, if we also in the five-dimensional 

theory consider the quantities Gklm as independent variables, 
the Gkl being defined by (25 e), we obtain the equations

K ( Gkim Sklm ) — j (57)
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which deviate from the field equations (25 d) by terms con­
taining derivatives of the source densities.

It is easily seen that it is impossible to find any kind of 
variational principle of the type (33) from which the right 
field equations could be derived by varying all the quantities 
Gpv independently. Since the corresponding function ' 
has to be an invariant, it will, in the general case, be of 
the shape

— a Gpv Gpv + b Gpv Spv + c Rotpv G • Gpv

where a, b and c are constants. If c — 0, we obviously have 
to do with the case treated above, but even if c # 0, the 
last term will give no contribution to the Euler equation 
since the variation of

Rot py G G py

on account of the definition (24) is equal to zero for any 
variation of the quantities GpV which vanish at the 
boundary.

On the other hand, if we only vary the Gklm, the Gkl 
being again defined by (25 c), the constant c has also to 
be put equal to zero; otherwise we would get field equations 
involving derivatives of the second order, since we have 
(cf. (54))

Gpy Rotpy G = Gkl Rotw G + — Gklm poTAIm G =

~ KDr Gklr RotW G + Skl RotM G + ’ (58)

where the quantity Rot^G contains terms like Dm Gklm (no 
summation!). Consequently, the first term on the right
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hand of (58) will give rise to second derivatives in the 
Euler eqnation.

Thus, the equations of the five-dimensional neutral 
meson theory cannot be derived from any variational 
principle, a circumstance which may be connected with 
the fact that the field equations (21)-(23) consist of two 
separate groups: the scalar equations (a), (b) and the 
tensor equations (c) which even under five-dimensional 
rotations are not transformed into each other. Since a 
Lagrangeian principle is essential for the quantization of 
the field equations, the impossibility of formulating such 
principle in the neutral theory may be taken as a strong 
argument in favour of the symmetrical theory which, in 
contrast to the neutral theory, is able to satisfy the more 
rigorous claims resulting from a generalization to live 
dimensions.

I wish to express my deep gratitude to Professor Niels 
Bohr for the kind interest shown in this investigation and 
for the possibilities given to me to work in the Institute of 
Theoretical Physics, Copenhagen. Furthermore, my most 
hearty thanks are due Dr. C. Møller for his constant 
guidance and for many valuable discussions during the 
performance of the present paper.
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Introduction. (1>

he development of the meson theory of nuclear forces
JL has shown the necessity to introduce in the descript­

ion of the meson field two kinds of wave-functions with 
the invariance properties of a vector and a pseudoscalar, 
respectively [1] [2]. In a recent paper [3], the writer has 
calculated the probability of some elementary processes 
involving mesons which are described by a vector wave­
function and which, in the following, for brevity will be 
referred to as V-mesons. Since, however, the mesons repre­
sented by a pseudoscalar function (7ÀS’-mesons) appear on 
the same footing in the description of the nuclear forces 
and since they seem to play a preponderant part in the 
cosmic radiation available for experiment [4], it is of 
interest to investigate different processes involving such 
mesons. In particular, the determination of the lifetime of 
RS-mesons, performed in Section 5, is of importance in 
the discussion of the connection between the decay con­

ti) The investigation reported in this paper was carried out by Dr. 
Tsung-Sui Chang during his stay at the Institute of Theoretical Physics 
at Copenhagen in 1938—39. Shortly after his departure, an account of 
the work was sent by Dr. Chang to the Institute, but since then connec­
tion lias been interrupted due to the war. In view of the special interest 
which the results of Dr. Chang’s work have obtained as a consequence 
of recent development of the meson theory, a further delay in the pub­
lication of his paper seemed, however, most undesirable and, therefore, 
Dr. C. Møller and Dr. S. Rozental have kindly undertaken to prepare Dr. 
Chang’s account for print and to furnish it with an introduction con­
taining references to the present state of the theory. Niels Bohr. 

1
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slants of radioactive elements and of free mesons in cos­

mic radiation [5].
The difference between the properties of mesons de­

scribed by a pseudoscalar function and by a simple scalar 
function appears only as regards the interaction with other 
particles, while both these kinds of mesons behave exactly 
in the same way towards an electromagnetic field. The 
probability for a process in which PS-mesons are scattered 
by a static electric field and which is treated in Section 1 
is, therefore, the same as for the scattering of mesons 
described by a scalar wave-function. For the proces­
ses, however, treated in Sections 2—5, which involve 
interaction of mesons with nucleons or with electrons and 
neutrinos, there is a marked difference between the scalar 
and the pseudoscalar field. In Section 2, we consider a 
process in which a meson hitting a nucleon is absorbed 
with emission of a light quantum; in Section 3, the elastic 
scattering of mesons by nucleons is calculated. Section 4 
contains an investigation of a multiple process in which a 
meson hits a nucleon creating a pair of mesons. Finally, 
Section 5 is devoted to the evaluation of the lifetime of 

the PS-meson.
With the exception of the processes treated in Sections 

1 and 5, the formulae deduced are valid in the case of 
relatively slow particles, only.

1. Elastic scattering by a static electric field.
We shall start by writing down, for reference, some of 

the expressions and relations referring to the pseudoscalar 
meson field and needed in the following calculations.

The meson field equations including the interaction with 
the electromagnetic field and the nucleons are
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Here, (.r(, x2, x3, icf) is the four-dimensional space 
vector, (£t, £2, £3, i%) is a complex pseudovector which, 
in the case of electrically charged mesons, together with 
the complex pseudoscalar tp is sufficient for a complete 
description of the meson field, (At, A2, A3, zd0) is the 
electromagnetic potential vector, while (Pt, P2, P3,—iQ) is 
a pseudovector, and R a pseudoscalar responsible for the 
interaction between the nucleons and the meson field and

with the mass

z

0, and

(4)z

on the variables of the 
is the reciprocal of the 
connected

depending 
constant z 
forces and
the equation

R are given by
->

The quantities P,

nucleons, only. The 
range of the nuclear 

of the meson by

11 — it2 

rl—ir2 .

—2~w

h

where V? is the wave-function of the nucleons, ot, o2 and
-> 1
o' are the ordinary Dirac matrices, and -(^—zr2) i-s the 

operator transforming the nucleons from a neutron state 
to a proton state. Finally, fx and [2 are the two constants 
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of the pseudoscalar theory determining the strength of the 
coupling between nucleons and RS'-mesons.

The Lagrangeian is given by

By varying and £*, while </* is considered as a function 

of X* and given by the equation complex conjugate to 
(1), we get in the usual way the equations (2) and (3).

The part of the Hamiltonian which involves the meson 
field variables is

9 *2yy*+ *ZZ* + ^(Vy) (Vy*)

+ I (A0(y z* — y* z) + i l̂ c [y*(A • V y)—y ( A- v y*)]

- (<f R + /?* y) - (Q X* + Q* x) - œ- V y* + • V y) +
(6)

The commutation rules for the field variables are

rx(æ), $p*O')] = x*(æ)> y(æ)] = 2z Tic ó(x —a-') (7)

and for the Fourier expansion of these quantities we have 

X = Z (**+»*)* [»(í) e"‘',-i>‘(*)e'lñ]

k

x*= ¿-Z |//ic(P + z2)^ [u*(?)e i(kx) — u(k)ei{kx}]

k _ ( 
y = ¿ |//ic(F+x2)~< [ ii(k) fl(fcx) +n*(/c)e l{kx)]

k

y = 2. l/frcCl^+x2)-* [u(k)e~i{kx) + v(k)e{kx}]
->
k

where u(Zr), u*(k), u(k) and i*(k) are the operators corre­
sponding to annihilation and creation of positive and negat­
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ive mesons with momentum Åfi. The summation is ex- 
tended over all values of k for which the function e‘( 

has a whole number of periods between two opposite faces 
of a big cube with the volume L3. In (8) and in the 
following formulae we have, for simplicity, put L3 = 1,

For elastic scattering of PS-mesons by a static electric 
field, the only important terms of the Hamiltonian are

I x2 y g*+ ^x /* + 2 (V 9') (V g*) + 2 ñcA(> _ 9 * (9)

where the last term may be considered as a perturbation 
leading to a scattering process, in which the incident meson 
is annihilated and a new meson is created. Let us suppose 
that all the incident mesons are of negative charge and of 
momentum Å’0/i. Further, let kti be the momentum of the 
scattered meson, and

e0= hCyk~ + ^ I z x
(10)

8 = he |/Æ§ + Xa I
be the energies of the incident and the scattered meson, 
respectively. Making use of (8), we easily find that the 
matrix element corresponding to the process in question is 
given by the expression

^‘^•¿(J/^ + J/t) <”>

where n0 is the number of incident mesons. Since we have 
conservation of energy, i. e. 8 = e0, we get for this matrix 
element ,

-|/n„\e.4oe'“-- dV. (12)

In case that the incident mesons are positively charged 
we get the same expression (12) but with opposite sign.
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The result is exactly the same as for the scattering of 
mesons described by a scalar field.

2. The absorption of mesons by nucleons with 
emission of photons.

Let us consider a process in which a proton absorbs a 
negatively charged meson and simultaneously is transformed 
into a neutron under emission of a photon, i. e. a process 
given by the scheme

M~ + P-^ N+hv. (13 a)

The calculations which refer to a process involving a 
positively charged meson

M+ + N-> P+hi’ (13b)

are quite analogous and lead to the same results.
Since the theory breaks down for all processes in which 

the de Broglie wave-length of the particles involved is 
very small, we shall assume that the momentum of the 
nucleon both before and after the process is small compared 
with Mc, M being the mass of the nucleon. We may, there­
fore, neglect the terms containing (), R, Q*, and R* in 
the Hamiltonian. This restricts, of course, the validity of 
the calculations to such cases, only, in which the differ­
ence between the momenta of the meson and the photon 
is not too large. The remaining perturbation terms giving 
rise to the transition in question are now simply

2 A<- '( ' V~ 'V 1 ~ ’ V y' + ' V <(■) +

+¡~, (Âp').p- (AP)<e_.
(14)
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Just as in the case of V-mesons [3], the last term leads 
to a direct process (13 a), while the other terms may give 
rise to two different second-order processes:

1) annihilation of the incident meson and creation of 
another negative meson M' with simultaneous emission of 
the photon, followed by the absorption of M'~ by the proton;

2) emission of a positive meson M"+ by the proton, 

followed by annihilation of M" and of the incident meson 
with creation of the photon.

We denote the momentum of the incident meson by 
k h, the momentum of the photon by krh, and the momenta 
and energies of the mesons A/' and M" by k'h, k" h, e' 
and f". We have, of course,

k' = "k-k„
-> -> -> 
k" = k,, — k 

e = r?cp/2 + z2
= ñcj/F' + z2.

(15)

Through a calculation similar to that indicated in [31, 
we get for the matrix element corresponding to the pro­
cess (13 a) the expression
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where the unit vector e denotes the direction of polarization 
of the photon emitted, and and ipp are the amplitudes 
of the plane waves representing the states of the neutron 
and the proton, respectively. From (15) we have k' — —k" 
and e' — e" and, denoting the energy ktic of the photon 
by e, we gel for the matrix element F the expression

According to the usual perturbation theory, the prob­
ability per unit time of the emission of a photon into a 
solid angle dii,, is equal to

and, since
e

(18)

we get, remembering that the nucleon momentum is small,

e~ (fz\ 2 Å’2 z2 sin2 (/c r) 
k1 c \z/ tt (Zc'2+z2)2 (19)

An integration over all directions of the photon gives
the final expression

9

which, as may be seen, for large energies of the incident
meson tends towards

(20')

For the inverse process

N i /rr - > P F .1/ (21)
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we get similar results. The probability per unit time for 
the absorption of the photon and the emission of the 
meson into a solid angle dfik is, with the same notations 
as above, equal to

(22)

whence the total probability is obtained by integrating 
over dS>k:

3. Scattering of mesons by nucleons.
For definiteness, we shall consider the process [6]

Mo+P P+M ' (24 a)
the process

+ N-> (24 b)

being quite analogous.
Let koh be the momentum of the incident meson 44 0 > 

k h that of the scattered meson M , and ¿0 and e the cor­
responding energies. Let, furthermore, ip0, ip and ipN be 
the amplitudes of the plane waves representing the initial, 
final and intermediate (neutron) states of the nucleon.

Again we assume that the momenta of the nucleon in 
these slates are small compared with Me. The matrix ele­
ment for the process turns out to be

v = 1 •A < i 1 ,, r i — nc\/ — ip <jipN’k — z - /ici/-<np9-k0
f0 x f £ L X r f0

whence, after summation over the possible spin stales, 
we get
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Since lhe mass of the meson is small compared with 
.W. the law of conservation of energy gives

¿0 = Á- (27)

and, thus, we get for the total scattering probability per 
unit time the expression

I i_ /¿y _ki
71 tl-C \X) |/A-2 + x23 • (28)

4. Multiple processes, by which a meson in a collision 
with a nucleon is transformed into a pair of mesons.

In this section, too, we confine ourselves to the con­
sideration of the first of the two analogous processes

Mq + X -> P + M+ + M 

M~ + P-+ N + M+ +M' .
(29)

The process is a three-stage process which can take 
place in two different ways just as in the case of V-mesons 
[6]. Let the momenta and the energies of the mesons Mo ,

i _ -> i ->_ . i i _
M and M be A'0A, k h, k h, f0 , t- and ¿ , respectively. 
I nder similar conditions as before, the law of conservation 
of energy gives

= é+ + ó . (30)

We denote the amplitudes of the wave-functions of the 
nucleons in the initial state by ip0, and in the final state 
by ip. Similarly, lhe corresponding amplitudes of the inter­
mediate states are denoted by ip[ and ip'n or i//'' and 
according to the process taking place in the one or the 
other of the two ways mentioned above.
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1
V

(31)31

For the matrix element we get

CM3
4(4—e+) \

V7*a ^'n (— v'i (— ^+) .a I ^'r <po (^o) -M !
ye ye+ y 4 ’

ip* <r ip\x • zZr0 • • z/Ç <r ip\ (— ik+) ip”* <r % (— ik )•/=!•

F 4 /«J

The first term corresponds to the succession of events 
in which Mq is first absorbed, and M+ and M are then 

emitted, while the second term is connected with a pro­
cess in which the absorption of Mq takes place after the 
emission of M+ and M .

After the summation over the possible spin states is 
carried out, we obtain

(32)

The probability per unit time of the process taking 
place is, as usual, given by the expression

27T|W|2 k+2k 2(li>+dU dk +
J’U -------- ----------------- <«■ —, (33)

Substituting the value of (32) and performing the in- 
tegration over the angles d <2 ' and d_Q in the direction of 
the momenta k and k , we are finally led to the ex­
pression
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7 _2 1 (f¿\* 1 (k+)3 (k~)* dk___
9 n3 ti \x) h3c3 {(ktY+ x3}‘'‘\(k~)3+ x3}’“

for the probability per unit time for the emission of the 
meson M with a momentum lying between k~~ and k~ + dk , 
the momentum k+ in this last formula being connected 

with k by the formula (30).

5. The lifetime of a free PS-meson.
According to the fundamental assumptions of the meson 

theory, a meson may disintegrate spontaneously into an 
electron and a neutrino. This assumption directly verified 
by experiments [7] is also of importance for the theory of 
/^-disintegration both as regards the V-mesons [8] and the 
RS-mesons [9]. In order to calculate the probability of dis­
integration of a RS-meson [10] we have to consider the 
terms in the Hamiltonian which describe the interaction 
between RS-mesons and light particles. These terms are 
obtained by replacing in the Hamiltonian (5) the quantities 
P, Q, /? by the analogous quantities(1)

where, in general, the symbol A denotes the same quantity 
with respect to light particles as A with respect to nucleons.

d) It should be remarked that the constants f\ and f2 hi this paper 
are chosen in a different way as those in ref. [9], so that the ratio be­
tween these constants is of opposite sign.



Properties of Mesons described by a Pseudoscalar Wave-function. 15

In the process in question a negative meson, say, with 
the momentum kh will be annihilated, raising at the same 
time a light particle from a neutrino-state with the momen- 
turn po, the energy E„, and described by the wave-function 

i “>■
— (p x) .

tpaeh " to an electron state with the momentum ps, the
i ->

• IT (Ps x)energy Es and described by the wave-function tpsen 
The corresponding matrix element is evidently given by

y = — i¡/e Yr (36)
z y ¿ x y a

From the laws of conservation of momentum and energy 
it follows that

+ (37)
and

h c j/F + x2 + Eo = Es. (38)

2 ti f Pndpadil
/? ' h3 I ‘suin

For the frame of reference in which the meson is al 
rest (k = 0, ps — pa), the above expression for V reduces to

v = —1/~ + (39)

Squaring and summing over the possible states of the 
electron and the neutrino, we get

Substituting this value into the expression for the prob­
ability per unit time of disintegration of the meson

ô(Es —ficx) (41)
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we obtain for the decay constant ).ps of a PS-meson the 
formula

The lifetime rps — 1/^PS thus found is that of a meson 
at rest. For a meson moving with velocity v the lifetime 
will be given by the expression

6. Numerical estimates.
For a numerical estimate of the probabilities or the 

corresponding cross-sections (the probability divided by the 
velocity of the incident particles) it is necessary to know 
the value of the constant f2. Taking the value determined 
from the theory of nuclear forces (ref. [1], formulae (54) 
and (107)), and putting

= — — cv> 2,6 X 10 13 cm 
z 150 me

we get for the process 2 a cross-section of the order of 
4,5-10 27 cm2 for k = 0,5 z and 2,0-1O~27 cm2 for k = 2 z.

• • -~27 0 »For the process 3, the cross-section is 1,0-10 “ cur lor 
k0 = 0,5 z, 6,5- 102<> cm2 for A’0=2z and 5-10 "’em2 for 

k0 — 5 z. Finally, the cross-section for the process 4 is of 
the order of 10 31 cm2 for /c() — 2 z, and 10 “6 cm2 for 

k0 = 5 z.
The lifetime of the RS-mesons calculated in Section 5 

depends upon the constants f\ and f2. For the discussion 
of this question and its connection with the lifetimes of 
^-radioactive elements, compare ref. [5].
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In conclusion, the writer wishes to express his gratitude 
to Professor Niels Bohr for the possibilities offered to him 
during his stay at the Institute of Theoretical Physics at 
Copenhagen. Furthermore, I wish to thank most heartily 
Dr. C. Møller for his continued interest in this investigat­
ion and for many helpful discussions.
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1. In einer früheren Arbeit b wurde nachgewiesen, daß 
der Wärmetransport in Gasen im MAXWELL’schen Zustande 
auch aufgrund der einfachen kinetischen Theorie richtig 
berechnet werden kann, wenn angenommen wird, dass die 
Moleküle, welche von dem mittleren Abstand Z kommen,
wo Â die mittlere freie Weglänge ist, nicht die Temperatur
des Gases im Abstande Â, sondern die Temperatur des 

Gases im mittleren Abstand—ZcÄ besitzen; bei der prak­

tischen Durchführung der Berechnungen kann also ange­
nommen werden, dass die Moleküle nicht von dem Abstand

Â, sondern von dem Abstand „A'Z kommen. 
¿2

Für die Wärmeleitfähigkeit des Gases im MAXWELL’schen
Zustande wurde hiernach abgeleitet:

K ~ k- e-pX. (1)

Für einatomige Gase ist /c
15
4 ’

und für mehratomige

wo

p ist der Druck des Gases und e die von Martin Knudsen 
eingeführte molekulare Wärmeleitfähigkeit; wenn der 
Zustand des Gases sich ändert und vom MAXWELL’schen

1) Sophus Weber: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd.
XVI, 9, 1939, S. 14. 

1
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in den molekularen KNUDSEN-Zustand übergeht, wird k sich 

wahrscheinlich ändern von k — ~ in k = 2, in Überein-
4 K

Stimmung damit, dass das Verhältnis / —-----sich von
5 4 cv‘^

/■ = - in /“ = g ändert.

2. Wir wollen zunächst die Wärmeleitung zwischen
zwei unendlich grossen, parallelen Platten A und B (vgl.
Fig. 1) im Abstand d und mit den Temperaturen 7\ und 
T2 bzw. den Akkommodationskoeffizienten n1 und a0 betrach­

ten. Wir erhalten dann für den Wärmetransport per cm2, 

q, wenn die Temperaturen des Gases im Abstand — 

von den Platten mit A\ und Ar2 bezeichnet werden:

q = ar-pÇl\ — Xy)êXj • P (A2 — 7 2)
AG^-Ao)

AZ

Bei kleinen Temperaturdifferenzen können é , e und K 

bei der Temperatur T = — (Ti+T2) befindlich angenom­

men werden.
Mit K = kepk und nach Elimination von At und A2 

erhalten wir hieraus:

Diese Formel für die Wärmeleitung zwischen zwei unend­
lich grossen, parallelen Platten kann, wenn wir setzen:
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q
q» =

«l«0
«1 + ao — «1 «0

•ep und K 
d’

auch folgendermassen geschrieben werden:

oder, weil K = kep).:

1 = 1 + — 

qp qo "H Qoo

7 q "l"° r n 1
p Tt—T2 aï + a0 — aiaü 1

k '
«1 «0 d

«1 + «0 — °1 «0

Im KNunsEN-Zustand, d. h. j = 0, wird k — 2 und also:

«t + «o— «t«o

1
P ! + 1 qt qo

2 «i + tto — «i a0
d'
Z

Die obenstehende Formel (2) kann man auch auf direkte
Weise ableiten, wenn man von dem rein molekularen

Zustand, d. h. — = 0, ausgeht 

und den Einfluss vereinzelter 
Zusammenstösse berechnet.

Da das Beobachtungsmaterial 
zur Nachprüfung der Formel (2) 
leider fehlt, werde ich hierauf 
nicht näher eingehen.

3. Betrachten wir die Wärme­
leitung zwischen zwei coaxialen 
Zylindern mit den Radien r0 und
ri Oo > ri) (die ScHLEiERMACHER’sche Methode)2), finden wir
in Analogie zu den parallelen Platten für einatomige Gase 

(Fig- 2):

(2)

2) A. Schleiermacher: W. A., 34, 1888, S. 623. 
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(3)

7’

Wärmeleitfähigkeit der

(4)

Diese Formel (4)

Formel (3); für

den Grenzwert:
3) Sophus Weber: Ann. d. Phys. 54, 1917, S. 325.

   _ 54, 1917, s. 437.

Zist für----->0 praktisch identisch mit der
ri

- -> 0 gibt die Formel (4), weil K = kepl, 
z

ÅZ

+ A> 
Å-Z 'l

die bei den Bestimmungen der 
Gase sehr oft3) angewandt wird.

12
Für k----- >0 kann die Formel (3) auch wie folgt

2 r0 
geschrieben werden:

(]' = 2 TT K ■ 71 7 2

q' = 2nrt ai ep ( 7\ — A\) = 2 zr r0 a0 e p (A2 — 7’2) - 
= 2 7TÅ’--' -Ä2-.

'O“

- .

Für /;——>() gewinnen wir hieraus die bekannte Schleier- 
2

MACHER’sche Formel mit der Korrektion für den Tempera­
tursprung an den beiden Oberflächen:

(Tt-72)
q' — 2 ttK-

!nr-o+kl-l'r 
r, 2 a,

Nach Elimination von A\ und A\, erhält man: 

, 9 r (7;-t2)
Ç = 2 TT Æ }

ro~ 2¿’z 1 k) J Ä.;
¿7? , I • —4---------------

,-, + |frz °* r‘ °» r»

. ' <3a)
i 2 u0 r0
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(5)

Dieser Ausdruck für q'o ist, wie später durch direkte Ab­
leitung gezeigt wird, der richtige Grenzwert für die Wärme­
abgabe zwischen zwei unendlich langen, coaxialen Zylin­
dern, wenn das Gas im KNunsEN-Zustand ist.

Es ist also zu erwarten, dass die Formel (4) im gesam­
ten Druckgebiet:

0 < ~ < cc
Á

mit grosser Annäherung, jedenfalls für einatomige Gase, 
gilt; wahrscheinlich ist sie auch eine brauchbare Annäherung 
für mehratomige Gase.

Aus Formel (4) erhalten wir die Formel:

1 ao

1 1 1
4 ,

Vp 9o Ça
wenn wir

a - Q,°

2/rrl(7’l- 1 —«n1+öj-------9

nennen, und

£1

(6)

2ttK 7\—T? _ K _
+ ,, + lfcZ
— m ——

'•t+ä^ ri+2A’Z

qp ist also die Wärmeabgabe per cm2 und Sek. bei einer 
Temperaturdifferenz von einem Grad und bei einem Gas­
druck p. Aus Formel (6) geht hervor, dass die Temperatur­
abhängigkeit von qp im gesamten Druckgebiet ziemlich 
kompliziert wird, weil:
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1 i 'f +nq0 / und q(, cv> / 2
|/7’

wo n durch die Temperaturvariation der inneren Reibung, 
7/, des Gases bestimmt ist; wie bekannt, ist diese gegeben 
durch: t

—UF-
Wir sehen hieraus, dass q bei einem bestimmten Druck 
von der mittleren Temperatur T des Gases unabhängig 

wird, weil die Zunahme von — dann durch die Abnahme
1 7o

von — kompensiert wird; dies erhellt auch aus den Mess­
en

reihen von Martin Knudsen4* und R. E. H. Rasmussen5*.

4. Die Richtigkeit von Formel (5) für ~ bzw. ~ — Q 
z z

als Grenzwert für den KNUDSEN-Zustand können wir durch 
direkte Ableitung dieser Formel nachweisen.

Zu diesem Zweck (Fig. 3) betrachten wir die molekulare 
Wärmeleitung zwischen 
zwei coaxialen Zylindern 
A und B mit den Tem­
peraturen I\ und T2, bzw. 
den Akkommodations­
koeffizienten und a0; 
die Radien sind i\ und 
r0, während die Länge, 
L, der Zylinder als un­
endlich angenommen 
wird. Wir nennen die

Fig. 3. mittlere Temperatur der

Martin Knudsen: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math -fys. Medd. 
XI, 1, 1930, S. 59.

S) R. E. H. Rasmussen: Persönliche Mitteilung.



Über den Einfluss des Akkommodationskoeffizienten etc. 9

Moleküle, die von der Oberfläche A kommen, 6', und die 
mittlere Temperatur der Moleküle, die von der Oberfläche 
B kommen, ß; alle Moleküle, die gegen A stossen, kommen 
von B, und wir haben demnach:

»' = » + o1(7-l-9). (7)

Die Moleküle, welche gegen B stossen, kommen teilweise 
von A und teilweise von anderen Teilen der Oberfläche B; 
wir nennen die mittlere Temperatur der auf B einfallenden 
Moleküle ß und erhalten:

ö = ö + a0(Ö-r2). (8)

Im stationären Zustand muss die Stosszahl per cm2, 

V — — N £2, im Raum überall dieselbe sein; die totale An-
4?

zahl von Molekülen, die gegen A stossen, ist 2zrr1Lr, und 
gegen B, 2nrQLv, wovon 2m\Lv von A kommen, während 
also 2 7T (r0 — i\)Lv von anderen Teilen von B herrühren; 
die mittlere Temperatur ß wird demnach bestimmt durch:

2 7T r0 L • r 0 = 2 7T rt L • r + 2 7T (r0 — rx) L • v ß 
oder:

0 = ßf +fl— —\ß. (9)
'o \ /’o/

Aus den Gleichungen (7), (8), und (9) erhält man durch 
einfache Umstellung:

ß' = 7\ (11)
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a0 + (l—n0) • -1
"o

«i

£1 

'o

(12)
11 1 ~ "o
1 + (l 1 •

«0
und

h = e' + «0 -(T2-0'). (13)

Wird der innere Zylinder durch ein Haches Band der 
Breite B ersetzt, sehen wir, dass diese Formeln alle gelten,

r, , , B
wenn nur — durch----- ersetzt wird.

'o ro
Aus Formel (13) erhellt, dass durch die wiederholten 

Zurückwerfungen die Oberfläche B gegenüber den Mole­
külen, die von A kommen, so wirkt, als ob der Akkom­
modationskoeffizient von B:

a0 + ( 1 — fl()) • — 1 4- 1 • -
ro r/o ro

ware.

Für — m) wirkt also die Oberfläche B als eine »ab- 
ro

solut schwarze« oder »absolut rauhe« Oberfläche, d. h. der
Akkommodationskoeffizient der Oberfläche ist: «= 1.

Die Wärmeabgabe von A per cm Länge wird:

9o = 2jt r^ep-^' — 
oder:

= 1—I (14)

«1 «0 '’o

Für at = a0 ist diese Formel in Übereinstimmung mit 
den von Martin Knudsen und Smoluchowski6) abgeleiteten 

Formeln; dasselbe gilt für - 0.
ro

J. H. A. ter Heerdt: Dissertation, Utrecht 1923, S. 146.
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Für konzentrische Kugelschalen mit den Radien r0 und 

Cj erhält man auf dieselbe Weise:

(15)

eine Formel, die für die bekannte Abkühlungsmethode zur 
Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit in Gasen von Bedeu­

tung sein kann.
Die Formeln (14) und (15) sind für alle Gase gültig; 

nur ist der Wert von das molekulare Wärmeleitvermögen 
der verschiedenen Gase, verschieden.

Betrachten wir ein flaches Band der Breite B und mit 
verschiedenen Akkommodationskoeffizienten, a2 und at, der 
beiden Seiten des Bandes, erhalten wir annäherungsweise, 

wenn------- > für die Wärmeabgabe per cm2, Sek. und
2r0

per Grad Temperaturdifferenz:

In dieser Formel ist der Wert von t durch die Tem­
peratur T an der Stelle, wo der Druck p gemessen wird, 
bestimmt. Da die Akkommodationskoeffizienten für Wärme­
leitung und Radiometerkraft laut den Untersuchungen von
Martin Knudsen 7) dieselben sind, findet man annäherungs­

weise, wenn
B
2r0

1,

kraft, —
R

BIT, -l.,>

für die KNUDSEN’sche Radiometer-

7\ — T2
, wenn -----—— eine kleine Grösse ist :

7) Martin Knudsen: loc. cit. (4), S. 8.
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Auch in diesem Falle sind p und T korrespondierende 
Grössen, während R die Radiometerkraft per cm Länge 
des Bandes bezeichnet.

Wir werden später im Zusammenhang mit den experi­
mentellen Untersuchungen von R. E. H. Rasmussen8) auf 
diese Formeln zurückkommen.

5. Wir können nun die Formeln (3 a) und (6) mit dem 
vorliegenden Versuchsmaterial für einatomige Gase ver­
gleichen; die Wärmeleitfähigkeit von sehr reinem Neon 
wurde früher von mir in einem grossen Druckgebiet9), bzw. 

Gebiet von , untersucht, u. a. mit einem Doppelapparat 

nach der Methode von Goldschmidt 1()). Der Durchmesser 
des verwendeten Platindrahtes war 2rt = 0,005240 cm, der 
innere Durchmesser des umgebenden Glasrohres war 2r0 = 
1,526 cm; den gefundenen Wärmeverlust per cm Länge des 
Drahtes und per Grad Temperaturunterschied, korrigiert 
für die Ableitung durch die Enden des Drahtes und für 
die Strahlung, nennen wir D()bs ; diese Grösse ist in Ta­
belle I, Kolonne 4, angegeben. Aufgrund der Untersuchungen 
von Knudsen hat der Akkommodationskoeffizient einer 
Glasoberfläche und der einer glatten, blanken Platinober­
fläche denselben Wert; für Neon wird in diesem Falle, da 
es sich um glatte Oberflächen handelt, a = Uj = a2 — 0,653

8) R. E. H. Rasmussen: I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. 
Medd. XI, 9, 1932; XIII, 9, 1935, S. 16.

9) Sophus Weber: Commun. Leiden. Suppl. 42 b, 1918, S. 34.
l0> R. Goldschmidt: Phys. Zeitschrift 12, 1911, S. 418. 
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gesetzt. Da Neon ein einatomiges Gas ist, wird k = 15/4 
= 3,75. Nach den beiden Formeln (3 a) und (6) erhalten 
wir für T\—T.2 — 1, wenn:

ri

2 7T K

nach Formel (3 a):

Nach der richtigen Formel muss also I)x konstant 
werden. In der folgenden Tabelle sehen wir die Resultate 
für Neon; die Temperatur des Heizdrahtes war 9°,20 C 
und die Temperatur des umgebenden Bades 0° G.

Tabelle I.
Neon bei 0° C.

p cm Hg £i 
k

// T - 7\- T2 106-»obs. 10e Di»
Form. (3 a)

10s-£>"
Form. (6)

1) 33,791 92,5 9°,20 C 816,2 822,2 822,3
2) 20,182 55,1 _ 811,8 821,9 822,1
3) 10,181 27,8 — 801,8 821,5 822,0
4) 5,729 15,7 — 787,2 821,5 822,6
5) 1,894 5,2 — 720,6 816,0 822,9
6) 0,709 1,9 — 584,0 790,0 821,0
7) 0,215 0,6 — 329,2 707,8 817,0
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Es erhellt aus dieser Tabelle, dass Formel (6) einen 
weit besseren Anschluss gibt als Formel (3 a), die nur für 
Y -> oc gültig ist; während die Formel (3 a) bei iL = 0,6 

eine Abweichung von etwa 15 °/o gibt, ist die Abweichung 
für Formel (6) nur etwa 0,5 %; diese letztere Abweichung 
ist in Übereinstimmung mit der Messgenauigkeit des 
Druckes p.

Aus einer anderen Messreihe der gleichen Untersuchung 
mit demselben Apparat bei einer Badtemperatur von 99°,81 C 
(vgl. loc. cit. (9) S. 35) geht auch hervor, dass Formel (6) mit 
den Messungen innerhalb der Messgenauigkeit vollständig 
übereinstimmt.

6. Einen sehr einfachen Fall von Wärmeleitung zwischen 
coaxialen Zylindern haben wir in dem Hitzdrahtmanome- 
ter von Martin Knudsen11*, in welchem der geheizte Draht 
ein Wollastondraht ist; wir können diesen Fall durch 
I'
— 0 charakterisieren, und erhalten dann:
ro 

1 

> 0,

r0In«1 
k

Z
r0

woraus:

g = 2^r1-aie(T1-T2)

q = 2nrí-aíep(Tí— 7’2) ¿ 1 ~v

oder für den Fall, dass -> 0 und

l\ Á

1 _ 2 . rl .'■»_  ,11
1 , . '2k Z '•1+2U /J

11) Martin Knudsen: Ann. d. Phys. 35, 1911, S. 389.
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Martin Knudsen 12) hat die Wärmeabgabe eines Hitz- 
drahtmanometers in Wasserstoff mit einem Wollastondraht 
rt = 0,000225 cm und r0 = 0,535 cm gemessen in dem 
ganzen Druckgebiet 1 atm.; in der folgenden Ta­
belle II sieht man die beobachteten und die nach Formel (18) 

berechneten Werte für das ganze Gebiet, in welchem -y 

sich von 0,002 auf 20 ändert.

Tabelle II.
Wasserstoff: (pÄ)0 = 11,31, aLe = 3,80-10 6, k = 3,34.

p (Bar) -«-• *-- -10*
2 7TT! 71—T2

q 1 106 ,
--------- -- • — obs.
2717T T2 p

q 1 108
—— • ———------ her.
2 7TIT Ti—12 p

Ti
Â

107,3 407,7 3,800 3,799 2,14-10-’
214,8 815,6 3,797 3,797 4,30
322,4 1220,5 3,786 3,795 6,40 -
428,6 1621,3 3,783 3,792 8,50 10—8
534,8 2015,2 3,768 3,789 1,06-10-’
640,0 2413,5 3,771 3,786 1,27
744,6 2804,8 3,767 3,783 1,48 -
848,6 3192,3 3,762 3,779 1,69
950,9 3576,0 3,761 3,775 1,89 -

1053,0 3954,2 3,754 3,771 2,10
3200,0 11651 3,641 3,689 6,36
6355,0 22046 3,48 3,56 1,26-10-1

13450,0 42117 3,13 3,26 2,68
35000,0 83900 2,40 2,55 6,97-10-1
66800,0 121900 1,83 1,93 1,33

129000,0 170900 1,325 1,290 2,57
505000,0 211100 0,418 0,421 10,2

1016000,0
(1 atm.)

223900 0,220 0,220 20,2

Eine Abnahme von k = 3,34 wird wohl nur bei den allerniedrig­
sten Drucken in Frage kommen, wodurch jedoch die Überein­
stimmung zwischen den beobachteten und den berechneten Werten 
in diesem Gebiet nur besser werden kann.

12) Martin Knudsen: Ann. d. Phys. 34, 1911, S. 636.
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Wir sehen hieraus, dass die Übereinstimmung zwischen 
den berechneten und den observierten Werten befriedigend 
ist, wenn die Unsicherheit der observierten Werte bei 
höherem Druck in Betracht gezogen wird; es wäre für die 
Verwendung des Hitzdrahtmanometers von Interesse, das 
gesamte Druckgebiet mit verschiedenen Gasen durchzumes­
sen und mit Formel (18) zu vergleichen.

7. Martin Knudsen 13) hat in seiner bekannten Unter­
suchung über Radiometerkraft und Akkommodationskoeffi­
zient u. a. auch die Wärmeabgabe von drei Platinbändern 
gemessen, die in einem Glaszylinder mit einem Durch­
messer von 2r0 = 6,40 cm vertikal ausgespannt waren. 
Band 1 war auf beiden Seiten blank, Band II auf beiden 
Seiten schwarz, während das dritte Band auf einer Seite 
blank und auf der anderen Seite schwarz war. Band III 
war in der Mittelachse ausgespannt, während Band I und 
II etwas exzentrisch und gegenüber Band III symmetrisch 
montiert waren; die Abmessungen der drei Bänder waren :

Länge Breite Dicke

BandHI blank/schwarz . . 15,31cm 0,2484cm ca.0,00026cm
— II schwarz/schwarz 15,20 - 0,2444 - —
— I blank/blank .... 15,40 - 0,2495 - —

Für diese drei Bänder hat Martin Knudsen in einem 
grossen Druckgebiet bei verschiedenen Temperaturdiffe­
renzen (7\—T2) die Wärmeabgabe in Wasserstoff und 
Helium gemessen; T2 war ca. 20° C. Wir schreiben nach 
Knudsen die Wärmeabgabe per cm2, per Grad Temperatur­
differenz und per Sek.:

13) Martin Knudsen: Ioc. cit. (4), S. 59.
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—
1 1

Erg/cm2, Sek., Grad
1 1 1 2

V — 100

Q" =
i

iöö’

II

Erg/cm , Sek., Grad
M ■< 2

Q'"=
i

rp Erg/cm2, Sek., Grad 
! i +100

für Band I

für Band II

J für beide Seiten von
I Band III

q , q" und q'" sind die gemessenen Wärmeabgaben per 
cm2 und Sek.; T\—T2 ist die gemessene Temperatur­
differenz.

Aus den Messungen geht hervor, dass bei den niedrig­
sten Drucken Q'" = Q' 4- Q", wie auch zu erwarten war, 
da bei den niedrigsten Drucken die Wärmeabgabe nicht 
davon beeinflusst wird, dass die Bänder I und II ausser­
halb der Achse des Glaszylinders stehen; bei höheren 
Drucken ist Q' + Q" grösser als Q"'.

Wir können in diesem Falle Q' + Q" — (1 + ff) Q"' 
setzen, wo (1+ff) einen Formfaktor darstellt, der davon 
herrührt, dass Band I und II ausserhalb der Achse stehen; 
man findet bei den höchsten Drucken im Mittel für Was­
serstoff und Helium 1 + ff = 1 +0,090.

Wie auch aus der Radiometerkraftmessung hervorgeht, 
muss durch die verschiedene Oberflächenbeschaffenheit der 
beiden Seiten des Bandes III um das Band herum eine 
horizontale Gasströmung entstehen; aus dem experimen­
tellen Material geht aber hervor, dass diese Strömung die 
Wärmeabgabe des Bandes nur wenig beeinflusst, da die 
Wärmeabgabe, wie von Knudsen angegeben, bei hohem 
Druck mit der gewöhnlichen Wärmeleitfähigkeit des ruhen­
den Gases übereinstimmt; andererseits beeinflusst diese 
Strömung in hohem Masse die Radiometerkraft, die durch 
diese Strömung um das Band herum teilweise ausgeglichen 
wird.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 11. 2
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Tabelle III.

Wasserstoff:

Tt — T2 = 75° C, T2 = 20°C, T = = 51°,5 C.

p (Bar) logio P Q" 0' Q"~Q'

30,7 1,487 75,6 33,1 42,5
55,3 1,743 126,0 56,7 69,3
99,7 1,999 199,6 93,0 106,6

179,7 2,255 299,1 152,0 147,1
324.0 2,511 407,1 230,0 177,1
584,0 2,766 498,5 321,5 177,0

1290,0 3,111 598,0 464,0 134,0
3670,0 3,565 648,0 573,0 75,0
7190,0 3,857 666,0 619,0 47,0

14390,0 4,158 673,6 644,0 29,0
3,04 0,478 9,97 4,07 5,90

10,80 1,034 32,18 14,36 17,82
15,93 1,202 46,60 19,43 27,17
20,29 1,307 58,94 25,06 33,90

¿0 •i0 -^>9t0p
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Tabeile IV.

Helium :

T2 = 82° C, 72 = 20° C, T = = 61°,0 C.

In den obenstehenden Tabellen III

p (Bar) logioP Q" Q' Q"—Q'

5,205 0,717 9,72 4,36 5,36
10,34 1,014 18,74 8,20 10,54
15,40 1,188 27,37 11,94 15,43
20,30 1,308 35,55 15,49 20,06
25,10 1,400 43,10 18,70 24,40
35,7 1,553 57,3 25,1 32,2
68,9 1,838 102,7 46,5 56,2
99,7 1,999 139,0 65,5 73,5

128,2 2,108 166,6 81,4 85,2
163,5 2,214 198,2 100,0 98,2
204,1 2,310 228,4 119,4 109,0
271,0 2,433 268,8 148,0 120,8
245,0 2,389 257,0 138,7 118,3
357,0 2,553 315,5 182,0 133,5
463,0 2,666 356,3 217,0 139,3
530,0 2,724 374,0 231,4 142,6
712,0 2,853 420,0 274,7 145,3
956,0 2,981 457,4 317,8 139,6

1283 3,108 495,8 360,7 135,1
1711 3,233 526,4 406,8 119,6
2283 3,359 552,0 445,0 107,0
3064 3,486 571,0 480,0 91,0
4113 3,614 586,4 506,0 80,4
5521 3,742 602,0 528,0 74,0

und IV sind die mitt­
leren beobachteten Werte von Q" und Q' in Wasserstoff 
und Helium angegeben; die Mittelwerte von Wasserstoff' 
stimmen mit den Temperaturen 7\ = 95° C und 7’2 = 20° C 
überein; für Helium ist = 102° C und 712 = 20° C.

Fig. 4 ist eine graphische Darstellung der Abhängigkeit
CQ" — Q ) und Iog10jö für Wasserstoff' und Helium; es zeigt

o*
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sich, dass man eine symmetrische Kurve erhält; das Maxi­
mum von (Q"— Q') liegt für Wasserstoß’ bei log10pm = 
2,625 und für Helium bei log10 pmax = 2,790. Wir erhalten 
hiernach :

für Wasserstoff:

und

und

Wir können

Maximumwerte Theorie bzw.

1 1 1

Da Band II und Band
diesen

Formeln können wir, weil setzen :

und 29o = a2sp,
während :

b die Breite des Bandes und K

iQa tärt

I symmetrisch zur Achse stehen, 
Druck p derselbe ist. In

— klein gegenüber 1 ist, 
ro

I — 145-10“ Erg/cm2, Sek., Grad.
max

Pmax = 420 Bar

ist 19« == 27«’ wenn der

/Anax = 615 Bar

Hier ist zrr1 = b, wo
die Wärmeleitfähigkeit des Gases ist; nach dem vorherge­
henden ist K = kepl.

— 180-102 Erg/cm2, Sek., Grad,
max

nunmehr den Verlauf der Kurven und diez, r
für p und —-----nach der

1 1 * 2
Formel (6) berechnen. Wir haben, wenn wir
und 102-Q' = xq nennen:

\7\-7V
für Helium:

2 n K
2 7T

und
29p 29o 29«
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Wir erhalten hieraus:

oder:
(g2 —g^gp

• P + «1 «2

oder:
(g2 —gt) qa

Hieraus folgt:
1

und :
g2 —«i

woraus :
g2 —

/■' =

P max

2?p tQp

<1«
£ j/ai«2

9«

2(lp-iQP

(_2(lp____ l^p^max

'max

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Verwenden wir pmax und (2gp —i9p)m„ als Einheiten 
für p und (2g—i7p)> erhalten wir:

p — r '
(tåp 19p)max |/gt g2 P ! Pmax ! «l+«2

P max P

Setzen wir x = In und ô =
«l+°2 r ,

■----  , linden wir:
P max J/gig2

p- -19P 2 + Ó
l^p )max e + e + o

woraus erhellt, dass P in bezug auf sein Maximum bei 
X = 0 symmetrisch ist, da der Wert für x = m und
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X = — ni derselbe wird; dies ist in Übereinstimmung mit 
den experimentellen Kurven.

Wir können hiernach die theoretischen Werte von pmax 
und GÇp —i9p)m.lx mit den beobachteten Werten vergleichen.

A. Wasserstoff:

und also

/) , = 420"max, obs.
Bar;

lip) max, obs.
= 18000 Erg/cm2, Sek., Grad

obs.

18000
420

42,85.

Aufgrund der KxuDSEN’schen Werte:

und

erhalten wir:

a2 = 0,735 und = 0,315

7 ooo

|/273 + T
415,5

also eine befriedigende Übereinstimmung.

linden wir den Wert:

7^ = 81140, da Ko= 4170-10 7-4,19-107,

- = Ti—r2 = 1,210, -kl = 0,064, (pZ)7. = 14,22
1 0 2 2 0 

und /> = 0,2470 cm. Wo aber Band I und II nicht in der
Achse stehen, wird q(( = q'a (1 + tf) = 81140-1,090 — 88440.
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Hieraus bekommt man:
1 88440

J a2 415,5

1
- = 442 Bar

0,481

29p“ 19p) max, ber.
0,42
2,012

• 88440

— 18460 Erg/cin2, Sek., Grad.

Die Übereinstimmung ist, wenn die Genauigkeit der 
Bestimmungen in Betracht gezogen wird, ziemlich be­
friedigend.

B. Helium:

Für Helium wurde experimentell gefunden:
Pm«x.ol,s. = 615 Bar- Und (29p-19p)m«x,ota.

woraus:
= 14500 Erg/cm2, Sek., Grad,

f = HÈ2P = 23,57.
' obs. 615

KNUDSEN’schen Werte:
3637,5

«i

erhalten wir:
«a —«i

T

wird :Für Helium

9« = 67160,

Aufgrund der

TT • /<0

f theor.

da Æo = 3430-IO“7-4,19-107, y = =
= 0,0683, (joZ)T = 22,36, b = 0,2470 cm.

1,223, Jzmax
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Hieraus erhält man:

qa = (1 +o) q'tt = 1,090-67160 = 73200,
woraus :

P max, her.
2«

und
{zQp 19p)max

1 73200 1
• -■ = — •------ = 601 Bar
¡/a^a 199,1 0,611

a2__oi 0,498= ----- -¡—g • g^ = — - • 73200
(|/«i + /a2) 2,543

= 14300 Erg/cm2, Sek., Grad.

Auch für Helium ist die Übereinstimmung zwischen 
den observierten und den theoretischen Werten nicht un­
befriedigend. Es kann hiernach angenommen werden, dass 
die theoretische Formel (20) als erste Annäherung für das 

ganze Gebiet 0 <y <¡oc gelten darf; für einen vollständigen 

Vergleich über das ganze Gebiet ist das experimentelle Ma­
terial nicht voll ausreichend.

8. Die Richtigkeit der Formel (14):

ist für verschiedene Werte von — , u0 und noch nicht 
ro

hinreichend experimentell untersucht; nach den Knud-
SEN’schen Untersuchungen darf aber die Formel, jedenfalls 

für u0 = at und für —->0 als richtig angenommen werden; 

für —1 erhält man den Grenzwert der Formel (2) für 
d r°y = 0; in diesem Falle wird r0 —ri = d.

R. E. H. Rasmussen14^ hat eine Reihe experimenteller Unter-

14) R. E. H. Rasmussen: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. 
Medd. XIII, 9, 1935, S. 16.
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suchungen über die Knudsen’scIic Radiometerkraft durch­
geführt, welche auf verschiedenen Werten des Akkoinmoda­
tionskoeffizienten der beiden Seiten des Radiometersystems 
beruht; gleichzeitig mit der Radiometerkraft hat Rasmussen 
auch die Wärmeabgabe des verwendeten Platinbandes gemes­
sen15); das Radiometersystem bestand aus einem vertikalen 
Platinband, ca. 1 cm breit, dessen eine Seite mit Platinschwarz 
rauh gemacht war; das Band war in der Mitte eines ver­
tikalen Messingrohres mit rechtwinkligem Querschnitt aus­
gespannt (Fig. 5); die inneren Abmes­
sungen des Messingrohres waren ab = 
l = 3,2 cm und ac = m = 1,48 cm; die 
Temperatur T\ des geheizten Platin­
bandes wurde durch den elektrischen 
Widerstand W bestimmt, und die Tem­
peratur 7'2 des Messingrohres wurde 
mit einem Quecksilberthermometer ge­
messen, dessen Behälter mit Woon-Metall in leitende Ver­
bindung mit dem Messingrohr gebracht war; das ganze 
Messsystem war in einem weiten Glasbehälter angebracht. 
Martin Knudsen fand bei seinen Messungen in einem sehr 
grossen Behälter für die blanke Seite eines ähnlichen Ban­
des in Wasserstoff: = 0,315; leider wurde bei den Ver­
suchen von Rasmussen der Akkommodationskoeffizient a2 
für die rauhe Seite allein nicht gesondert in einem gros­
sen Behälter gemessen; da das Messingrohr aus glattem 
Metall besteht, darf man annehmen, dass für Wasserstoff
a0 = 0,315 gesetzt werden kann.

Die Abmessungen und Konstanten des Systems waren:

I5) Diese Messungen sind bisher nicht veröffentlicht, doch hat Dr. 
Rasmussen sie mir in liebenswürdiger Weise zur Verfügung gestellt, wofür 
ich ihm auch hier meinen besten Dank aussprechen möchte.
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Breite des Platin bandes  B = 0,999 cm
Länge
Dicke

 L = 14,83 cm
d = ca. 0,0003 cm

ar (blanke Seite) —  nt= 0,315
a0 (Messingrohr)  a{} = 0,315 
a2 (schwarze Seite des Platinb.) nicht bekannt 
Innenmasse des Messingrohres

Widerstand des Platinbandes . 
Heizstrom des Platinbandes. . . 
Wärmeverlust des Bandes per

cm2, Sek. und per Grad Tem­
peraturdifferenz 

Radiometerkraft per cm2 und
Grad J“1 Grad.

In der folgenden Tabelle V sind die Messungen für den 
totalen Wärmeverlust des geheizten Bandes q' und die 
Radiometerkraft 7?t angegeben:

Durch ein rechnerisches oder graphisches Verfahren ist 
es einfach hieraus die Werte von: 

zu bestimmen; man erhält:

lim = 167,0 und lim [ —= 2,60-10“4, \(tp/p = o \ dp = 0

da 2 BL = 29,66 cm2.
Mit Hilfe der Formeln (16) und (17) können wir aus 

den observierten Werten von (-/M und I ) den 
\dpjp = o \ dp )p = v

Wert von a2 bestimmen; aus der Wärmeabgabe finden wir 
cf2 = 0,622, während die Radiometerkraft a2 = 0,799 ergibt, 
also eine grosse Differenz.
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Tabelle V.

Messungen mit Wasserstoff:
T2 = 20° C, — T.2 = ca. 80° C.

p (Bar) ■ lp (Bar)
, IV-i2

q = — • Watt/Grad
/ 1 1 2

104-
Dyn/cin2, Grad

0,00 2,75 0,00000 0,0
2,75 2,73 0,00132 8,4
5,48 2 73 0,00262 16,2
8,21 o 71 0,00387 24,6

10,92 2,70 0,00504 29,2
13,62 2,69 0,00620 35,3
16,31 2,69 0,00732 41,1
19,00 2,70 0,00836 46,3
21,70 0,00933 50,6

0,00 5 9 5 0,00000 0,0
5,25 5,24 0,00242 11,8

10,49 5,21 0,00485 27,5
15,70 5,20 0,00726 39,4
20,90 5,20 0,00939 48,3
26,1 5,10 0,01142 56,6
31,2 5 10 0,01337 62,9
36,3 0,01524 71,0

Verwendet man einfachheitshalber für a2 den Wert: a.2 — 
0,735, den Martin Knudsen auch durch direkte Messung 
für die schwarze Seite des von ihm verwendeten und auf 
gleiche Weise hergestellten Bandes gefunden hat, dann 

bekommt man mit B = 1 und 7rr0 = — (Z+/n) = 4,68 aus 

der Formel für die Wärmeabgabe:

= 181,5, also einen etwa 10 °/o grösseren Wert 
p = o

als den beobachteten.

dq\
dp)
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«1
?

Für die Radionieterkraft Rr hat man:

7/?A = 1
<7p /p = o 7%

woraus man mit denselben Werten von a2, a(}, B und 7rr0:

m = 2,33-10-
\ dp )p = o

bekommt, d. h. einen etwa 10% kleineren Wert als den 
beobachteten. Diese Abweichungen liegen innerhalb der 
Genauigkeit, womit diese schwierigen Messungen ausgeführt 
werden konnten; wir dürfen also annehmen, dass der Wert 
a2 — 0,735 dem richtigen Wert von a2 nahe kommt.

Es erhellt hieraus, obwohl der Wert von a2 sehr un­
sicher ist und die Formeln (16) und (17) bei den Ras- 
MUSSEN’schen Versuchsbedingungen nur Annäherungsfor­
meln sind, dass es im KNUDSEN-Zustand des Gases not­
wendig ist, auch den Wert von a0 zu berücksichtigen.

9. Um den Zusammenhang zwischen der Wärmeabgabe 
und der KNUDSEN’schen Radiomeierkraft klarzulegen, auch 

dann, wenn der molekulare 
Zustand nicht mehr besteht, 
werden wir erst die Aufstellung 
Fig. 6 betrachten; diese Auf­
stellung ist im Prinzip dieselbe 
wie die von Rasmussen 16) ver­
wendete; sie ist jedoch für die 
Diskussion etwas übersicht­
licher und würde ausserdem 
eine grössere Stabilität der Mes-

Fig. 6. sungen gewährleisten.
l6) R. E. H. Rasmussen: loc. cit. (14), S. 15.
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Das zylindrische Rohr mit dem Radius r0 und der 
Temperatur T2 ist in zwei Teile oder Hälften, P und Q, 
geteilt und zwar durch die festen Zwischenwände ab und de 
und durch das seitwärts bewegliche Radiometerband b1 dl 
= B, dessen beide Seiten verschiedene Akkommodations­
koeffizienten a1 und a2 besitzen; die Abstände bbl und ddl 
werden so klein wie praktisch möglich gehalten.

Wird das Platinband bl dl der Breite B durch einen 
elektrischen Strom, i Amp., bis zu dem Widerstand W, 
bzw. der Temperatur T\, geheizt, entsteht eine stationäre 
Wärmeströmung von B nach der Umgebung; gleichzeitig 
unterliegt das Band B einer KNUDSEN’schen Radiometer­
kraft, die in den Versuchen mit Hilfe einer magnetischen 
Kompensationsmethodet7) gemessen wird. Der Vorteil dieser 
Methode ist, dass das Band zwischen den festen Wänden 
ab und de auf seinem Platz bleibt und hierdurch den 
Strömungszustand nicht beeinflusst. Wird die Breite des 
Bandes gegenüber dem Umkreis des Raumes P, bzw. Q, 
klein gewählt, wird der Druckunterschied zwischen dem 
Raum P und Q nicht allzu gross, und wir dürfen dann 
annehmen, dass dieser Druckunterschied nicht durch eine 
hydrodynamische Strömung von P nach Q durch die 
Öffnungen bbl und ddl beeinflusst, bzw. teilweise aus­
geglichen wird; aufgrund der thermischen Gleitung entlang 
der Wände ab und de werden bei dieser Aufstellung, un­
abhängig von einander, Gasströmungen in P und Q ent­
stehen, wie dies in der Zeichnung angedeutet ist. Ist n2 > ai> 
wird die Strömungsgeschwindigkeit in der Hälfte P laut 
der Theorie der thermischen Gleitung etwas grösser sein 
als in dem Raum Q.

Wir betrachten erst die Wärmeabgabe per cm2, Sek.
I7) Martin Knudsen: loc. cit. (4), S. 33.
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und per Grad Temperaturdifferenz unter der Voraussetzung,

dass T eine kleine Grösse ist; wir nennen die Wärme

abgabe per cm2, Sek. Grad von der Seite mit dem Akkom-
modationskoeffizienten a2, 2q und von der anderen Seite 
tçp; diese sind bestimmt durch:

und
27p (^1 — a2- tti’ p (71

iQp ( ^1 T2) B — t])B,

worin t2 und it die Temperaturen des Gases im mittleren 

Abstand von dem Band bezeichnen.

Laut der Untersuchung von Martin Knudsen sind die 
Werte von a2 und ai dieselben für die Wärmeleitung und 
die Radiometerkraft; hieraus erhalten wir für die Knud- 
SEN’sche Radiometerkraft per cm Länge:

eine kleineweil wir in erster Annäherung, wenn

Grösse gegenüber 1 ist, setzen können

9

und

wir aber den folgenden Ausdruck

1

Für 29p—i7p haben 
abgeleitet :

29p—i9p = («2 —öi)

^1 — ^2

fT

Fl + F2 = T

\

sodass wir erhalten:



Über den Einfluss des Akkommodationskoeffizienten etc. 31

Hieraus erhallen wir auf die bekannte Weise:

a2 — ai
(26)

u nd
1

(27)

mit

(28)

Wir in erster Annäherung p]max

erhalten wir die folgende Formel:Ausserdem

»2~«i (29)

7«

é |/ai«2

und dass I—- 
oi 

Bandes ist.

n K 

1 oo —, 
ß

! des

sehen hieraus, dass

unabhängig von der Breite ß
2/max

r„,„

— •IIt

Rasmussen hat für seine Aufstellung, die prinzipiell die­
selbe, wie die in Fig. 6 skizzierte, ist, nicht nur die Wärme­
abgabe und die Radiometerkraft im molekularen Zustande, 
sondern auch diese Grössen bei höheren Drucken gemes­
sen; bei diesen Messungen hat er die Temperaturdifferen­
zen Ty— Tz = 40° C, 80° C und 120° C verwendet, während 
T2 = 273,1 +20° war. Die Messresultate sind in Tabelle VI

D

wiedergegeben; in Kolonne 6 ist der Mittelwert, —----—-,
G *2 

gegeben. Wenn die Genauigkeit der Messungen in Betracht 
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gezogen wird, kann dieser Wert am besten für Tl—T2 — 
80° C angenommen werden.

Die Wärmeabgabe q = Gq +1(/) in Kolonne 7 ist auch 

der Mittelwert der gemessenen Wärmeabgaben bei T\—T2 = 
40° C, 80° C und 120° C, und entspricht also der Tempe- 
raturdifferenz T\—T2 = 80° C = AT.

Tabelle VI.
Wasserstoff:

= 7T = 80°, T.2 = 293°,1, 714~~ = T = 333°,1
1 -

7 = 2^9 + 17)

P (Bar) logio p
1 .4 T

A T = 40°

104-
A T

A T = 80°
I0‘-7r

AT= 120°

.io4 - — 
AT

“77 = 80° A T = 80°

50,0 1,699 99 87 86 91 192
97,4 1,989 144 119 123 129 316

142,4 2,154 151 134 135 140 418
301,0 2,479 132 122 125 126 619
452 2,655 109 96 111 105 749
596 2,775 90 89 95 91 839

3460 3,539 36 26 30 31 1261
1950 3,290 56 40 43 46 1164
964 2,984 73 58 63 65 1026
715 2,854 82 66 79 76 935
531 — — — — — 843
394 — — — — — 744
38,2 1,582 80 75 71 75 156
73,9 1,869 111 113 107 110 264

107,7 2,032 131 130 123 128 350
139,7 2,145 135 136 131 134 418
199,0 2,299 167 154 140 154 518
64,6 1,810 119 114 99 111 240

125,9 2,100 156 141 128 142 390
183,8 2,264 153 142 131 142 490
347 2,540 133 122 117 124 690
499 2,698 95 100 100 98 814
814 2,911 80 68 78 75 —



Über den Einfluss des Akkommodationskoeffizienten etc. 33

Fig. 7 ist eine graphische Darstellung von —----- — • 104
G G 

in seiner Abhängigkeit von log10p; hieraus geht hervor, 
dass inan eine symmetrische Kurve erhält, was auch nach 
der Formel (25) zu erwarten war. Wir tinden hieraus:

und loglopmax = 2,280 
oder

/’max = 190 Bar-

Wir erhalten also:

^max, obs./Pmax, obs. 0,763-IO-4.

Theoretisch finden wir für diese Grösse:

^max, ber./P
max, ber.

1
4 T

-r-——^2 ¡/û! a2- ß = 0,758- IO“4 
(Vui + iM

mit a2 = 0,735, = 0,315 und T — = 333°,1.

Durch die Messungen der Wärmeabgabe ist es auch möglich,
D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 11. 3
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für das Messsystem den Wert von — bei 

erhalten. Eine graphische Darstellung
Pmax = 190 B.y ZU 
von q = -~7-104

hieraus findet man mit Hilfe der Formel:

in seiner Abhängigkeit von p ergibt eine glatte Kurve (Fig. 8),

1 1

~ 36740,7«

da

weil

«21
2

7o Qa

eT = 414,1 und « ai)
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Hieraus erhält man:

36740
414,1 89,0.

7 K
Verwendet man diesen Wert für — zur Berechnung von 

fl'm.x und bekommt man:

1 a2 — aL 7 a

4T (j/at + j/oa)2 f

7 a 1

Pnm, her. ,/ A.

Wir ersehen hieraus, dass die Übereinstimmung zwischen 
den beobachteten und den berechneten Werten für fí'nax 
und pmax befriedigend ist.

und

n’
'max, her.

10. Man könnte sich vielleicht fragen, inwiefern es er­
laubt ist, die Formel:

1 1mit

anzuwenden; wir wol-für die Aufstellung Basmussenvon

nK
Qa = B 2 (Z d“ 777 ) 4~ 7t k Â 

n ZB+nkr

len dies an einigen der Messungen bei höherem Druck 
nachprüfen. Rasmussen fand bei dem Druck p = 3460 Bar 
die totale Wärmeabgabe per Grad Temperaturdifferenz des
Bandes zu: 

woraus :

^p.obs. = 107 = 42480 Erg/cm2> Sek-> Grad-

3
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Wir finden für y = 3460 Bar t/0 — 9 (a2 + n'i) eTy —
0,411-414,1-3460 = 589300 und

41315 Erg/cm2, Sek., Grad,

weil ttÅ’Z = 0,05 und /<6G = 4783-107-4.19- 107.
Mit diesen Werten w’ird aus der Formel

1 1 1
+f/P - <7o q a

gewonnen :
qp her. = 38577 Erg/cm2, Sek., Grad.

Wir ersehen hieraus, dass bei dem Druck y = 3460 Bal­
der beobachtete Werl von q etwa 10 °/0 grösser ist als der 
berechnete; ob diese Abweichung ihre Ursache in dem 
Strömungszustand bei höherem Druck oder in einem Form­
faktor hat, kann nicht mit Sicherheit gesagt werden; wahr­
scheinlich sind beide Ursachen von Bedeutung. Für die 
Messung bei dem Druck y = 1950 Bar finden wir in der­
selben Weise, dass qp ber etwa 6 % kleiner ist als der beob­
achtete Wert. Es erhellt jedenfalls hieraus, dass man für 
den RzkSMUssEN’schen Apparat annäherungsweise die Formel:

1 _ 1 , 1
<lp Qa ’

verwenden darf.

Wir sehen aus dem obenstehenden, dass die rein mole­
kulartheoretische Behandlung der KNUDSEN’schen Radio­
meterkraft bei höheren Drucken — wenn der Apparat so 
eingerichtet ist, dass die entstehenden Strömungen nicht 
den molekularkinetischen Druckunterschied beeinflussen 
können — die richtige Beschreibung der Experimente und 
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des Entstehens der Radiometerkraft geben kannt8\ Ganz 
anders werden aber die Verhältnisse, wenn die entstehenden 
Strömungen sich frei entwickeln und dadurch den sich 
bildenden Druckunterschied teilweise ausgleichen können, 
z. B. wenn dasselbe Band ß in einem sehr grossen Behäl­
ter aufgestellt wird, so dass das Gas frei um das Band 
strömen kann; in diesem Falle wird der Strömungszustand 
so wie von Martin Knudsen angegebenL9), und das Radio­
meterproblem wird in erster Linie, jedenfalls solange die 
Strömungen laminar bleiben, ein rein hydrodynamisches 
Problem. Nachdem das hydrodynamische Problem gelöst 
ist, kann im allgemeinen auch das Radiometerproblem 
gelöst werden.

Wenn das Band in einem unbegrenzten Raum frei auf­
gestellt ist, wird die maximale Radiometerkraft ß' viel 
kleiner; dasselbe gilt auch für den Wert von p . Mit 
einem praktisch gesprochen identischen Band: at = 0,315, 
a2 = 0,715, ß = 1,001 cm, in einem sehr grossen Behälter 
fand R. E. H. Rasmussen 20):

^max = (r — T } = 30,4-10~4 Dyn/cm, Grad

Und Pmax = 33 Bar’

also ungefähr nur ein Fünftel der oben erwähnten experi­
mentellen Werte in dem engen Rohr.

In einer folgenden Abhandlung soll die ziemlich kom­
plizierte Theorie für diesen Fall näher beleuchtet und mit 
den experimentellen Ergebnissen verglichen werden.

vgl. Earle H. Kennard: Kinetic Theory of Gases 1938, S. 334. 
t9) Martin Knudsen: loc. cit. (4) Fig. 5, S. 58.
20) R. E. H. Rasmussen: loc. cit. (14), S. 13.
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Zusammenfassung.

Ausgehend von der theoretischen Formel K = ~^cv'V für 

die Wärmeleitfähigkeit der einatomigen Gase habe ich 
früher nachgewiesen, dass in einem Gase, in dem ein 
Temperaturgradient herrscht, die Moleküle, welche von 
dem mittleren Abstande 2 kommen, die mittlere kinetische
Energie besitzen, die der Temperatur im mittleren Abstand 

k2 entspricht 

atomige Gase w

; für einatomige Gase ist 

ird k = —. , worin / =
/ + !

Für coaxiale Zylinder mit den Radien rt und r0 wird 
hierdurch eine Formel für den Wärmetransport qp zwischen 
diesen abgeleitet. Diese Formel kann folgendermassen 
geschrieben werden:

1 = - + 1 ,
(lp 7o <la

worin :

geht diese Formel in die bekannte

ScHLEiERMACHER’sche Formel mit einer Korrektion für den

0 gibt diese For­

mel den richtigen Grenzwert g0 für die rein molekulare
Wärmeleitung.

Die Formel wird mit dem vorliegenden Beobachtungs­
material für die Wärmeleitfähigkeit des reinen Neons und 
mit dem Beobachtungsmaterial für das Hitzdrahtmanometer 
von Martin Knudsen verglichen wie auch mit den ex­



Über den Einfluss des Akkommodationskoeffizienten etc. 39

P

vorliegenden Beobachtungsmaterial befriedigend

1
4

mit dem 
überein.

2 ~

perimentellen Resultaten von Martin Knudsen über den 
Einfluss des Akkommodationskoeffizienten auf die Wärme­
leitung von Helium und Wasserstoff; die Übereinstimmung 
kann als befriedigend angesehen werden.

Zum Schluss wird der theoretische Zusammenhang 
zwischen dem Wärmetransport qp und der KNUDSEN’schen 
Radiometerkraft R in einem besonderen, von R. E. H. 
Rasmussen experimentell untersuchten Fall geklärt. Ist 
71 _ y
— —-<<1, stimmt die abgeleitete Formel:

Auch bei dieser Gelegenheit möchte ich der Direktion 
des Dänischen Carlsbergfonds meinen aufrichtigen Dank 
für die mir gewährte Unterstützung aussprechen.

Indleveret til Selskabet den 9. Juli 1941.
Færdig fra Trykkeriet den 24. Marts 1942.
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I. Einleitung.

1. Die allgemeine Kongruenzlehre, wie wir sie auffassen 
und über welche wir früher zwei Mitteilungen1^ veröffent­
licht haben, wurde auf das folgende Axiomsystem gegründet.

I. Es gibt Punkte. Es gibt Punktmengen, welche gerade 
Linien ((¡er a den) heissen. Es gibt Transformationen, 
welche Bewegungen heissen. Jede Bewegung ist eine Zu­
ordnung, durch welche jeder Geraden und jedem auf ihr 
gelegenen Punkte eine Gerade und ein auf ihr gelegener 
Punkt umkehrbar eindeutig entspricht. Die Umkehrung 
einer Bewegung ist auch eine Bewegung. Die Bewegungen 
bilden eine Gruppe. Zwei Figuren, die durch eine Bewegung 
auseinander abgeleitet werden können, sollen kongruent 
heissen.

II. Äusser der Identität gibt es eine und nur eine Be­
wegung, welche alle Punkte einer geraden Linie fest lässt. 
Diese Bewegung heisst Spiegelung an der geraden Linie. 
Die Linie wird als Achse der Spiegelung bezeichnet. Jede 
Gerade ist die Achse einer Spiegelung. Jeder Punkt ausser­
halb der Achse geht bei der Spiegelung in einen von ihm 
verschiedenen Punkt über.

III. Eine Gerade b heisst senkrecht zu einer von ihr 
verschiedenen Geraden a (in Zeichen b _L a), wenn b bei

1) Einleitung in die allgemeine Kongruenzlehre, Erste Mitteilung. 
D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. VIII, 11, 1929; Zweite 
Mitteilung, ibd. X, 1, 1929.

1
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der Spiegelung an « in sieh selbst übergeht. Durch jeden 
Punkt geht eine und nur eine Gerade b, die senkrecht zu 
einer gegebenen Geraden u ist; die beiden Geraden haben 
stets einen und nur einen Punkt gemein.

IV. Wenn zwei Punkte A und B einer geraden Linie l 
angehören, haben sie immer eine Spiegelungsachse m, 
derart dass A und ß bei der Spiegelung an m miteinander 
vertauscht werden, während I in sich selbst übergeführt 
wird (Z _L m). Diese Spiegelungsachse schneidet / in einem 
Punkt Ai, welcher als Mittelpunkt von A und B (oder ion 
Aß) auf l bezeichnet wird.

V. Zwei kongruente Punktreihen ABC . . . und AB' C' . . . 
auf einer oder auf zwei Geraden, mit dem gemeinsamen 
Punkt A können immer durch eine Spiegelung ineinander 
übergeführt werden.

In unserem Axiomsystem ist nicht ausdrücklich die 
Forderung aufgestellt, dass jeder Punkt durch Bewegung in 
jeden anderen Punkt übergehen kann. Es zeigt sich aber, 
dass diese Eigenschaft im Axiomsystem implizite enthalten 
ist. Durch zwei beliebige Punkte A, ß können nämlich 
zwei zueinander senkrechte Geraden gelegt werden, und 
diese Geraden schneiden einander in einem Punkt C. Nach 
IV gibt es dann eine Spiegelung, welche A in C überführt, 
und eine Spiegelung, welche C in ß überführt, somit auch 
eine Bewegung, welche A in ß überführt.

2. Für die geraden Linien hingegen ist die entsprechende 
Eigenschaft keine Folge des Axiomsystems, was schon 
durch das einfache Beispiel, wo die Geometrie als die Car- 
tesische Ebene mit ihren rationalen Punkten und Geraden 
definiert ist und die Bewegungen die rationalen orthogonalen 
Substitutionen sind, dargetan wird.
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Bei dieser allgemeinen Fassung des Axiomsystems hat 
sich aber eine Schwierigkeit herausgestellt, welche mir bei 
den früheren Erwägungen entgangen war. In der ersten 
Mitteilung ist nämlich ohne Beweis behauptet worden, dass 
drei Geraden r, s, t durch denselben Punkl hindurchgehen 
müssen, wenn zwei von ihnen einen eindeutigen Schnitt­
punkt haben und ausserdem die Bewegung rst involutorisch 
ist. Es scheint aber zweifelhaft, ob dieser Satz aus den auf­
gestellten Axiomen I—V allein ableitbar ist. Setzt man vor­
aus, was wir tatsächlich im folgenden tun wollen, dass alle 
Geraden kongruent sind, so ist der Satz sofort beweisbar. 
Wir bemerken aber, dass das folgende weniger aussagende 
Axiom VI genügen wird:

VI. Es gibt zwei zueinander senkrechte kongruente Ge­
raden,
d. h. es gibt zwei zueinander senkrechte Geraden a, b, 
derart dass die eine, a, durch eine Bewegung in die andere, 
b, übergeführt werden kann. Geht hierbei der Schnitt­
punkt 0 der beiden Geraden als Punkt von a in den Punkt 
P von b über, so existiert eine Spiegelungsachse p _L b der 
beiden Punkte O, P, und es gibt somit auf a und b zwei 
kongruente Punktreihen mit gemeinsamem Punkt 0, d. h. 
a und b haben eine Spiegelungsachse.

Es zeigt sich nun zunächst, dass unser neues Axiom VI 
die folgende weitergehende Eigenschaft nach sich zieht:

Je zwei zueinander senkrechte Geraden haben 
eine Spiegelungsachse.

Beweis. Wir wissen schon, dass die beiden gegebenen, 
zueinander senkrechten Geraden a, b mit dem Schnitt­
punkt 0, eine Spiegelungsachse m haben. Durch 0 ziehen 
wir nun zwei beliebige andere zueinander senkrechte Ge­
raden c, d. Es soll dann bewiesen werden, dass auch c, d 
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eine Spiegelungsachse haben. Wir bestimmen eine Gerade 
.r durch die Gleichung

am = cx;

aus ab = cd folgt nun (wegen a _L b, c I d)

(am) (mb) = (c.r) (xd),

oder, weil am = mb = cx ist,

cx = xd,

d. h. X ist Spiegelungsachse von c, d; und hiermit haben 
wir den Beweis erbracht.

I)a  nun ferner der Punkt 0 durch Bewegung in jeden 
beliebigen Punkt übergeführt werden kann, folgt sofort, 
dass je zwei zueinander senkrechte Geraden eine Spiege­
lungsachse haben, w. z. b. w.

Und nun schreiten wir zum Beweis des angekündigten 
Satzes :

Wenn 3 Geraden a, b, c eine in vo lu to rische 
Bewegung abc dar st eilen, und wenn zwei von 
ihnen, a, b, einen eindeutigen Schnittpunkt 0 
haben, dann geht die dritte Gerade notwendig 
durch 0.

Das Spiegelbild P von 0 in c geht bei der Bewegung 
abc = cba in 0 über; hieraus folgt aber, dass P bei der 
Bewegung abcc = ab fest bleiben muss. Die Bewegung ab 
lässt sich somit durch zwei Spiegelungen x, y, x a durch 
P, y durch P, ersetzen; aus ab — xy folgt aber

by — ax,

und da x _L a ist, ist also auch y _L b, und der Schnitt­
punkt von b, y muss mit dem Schnittpunkt von a, x zu­
sammenfallen, das heisst, er fällt in 0. Die beiden Geraden 
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x, y gehen also durch 0 und sind also die Lote der beiden 
Geraden a, b in 0.

Ist nun m Spiegelungsachse der beiden zueinander senk­
rechten Geraden a und x, so führt die Bewegung am die 
Gerade a in x über; sie führt aber auch die Gerade b in 
y über, d. h. a und b werden durch die Bewegung am in 
x und y übergeführt. Da a und b nur einen Punkt 0 gemein 
haben, gilt dies auch von x und y d. h. P — 0, oder P ist 
in c enthalten.

3. Das Axiomsystem enthält keine Axiome über die 
Bestimmung der geraden Linie durch zwei Punkte, und 
die Möglichkeit wurde nicht ausgeschlossen, dass zwei 
Punkte in gewissen Fällen keine Verbindungsgerade haben. 
Wir haben z. B. den Beweis erbracht, dass die beiden 
Punkte auch in diesen Fällen in dem Sinne einen Mittel­
punkt haben, dass die beiden Punkte durch eine Umwen­
dung um diesen Punkt ineinander übergehen. Ferner 
können wir gewissen Dreieckssätzen eine solche Formu­
lierung geben, dass auch diejenigen Fälle in Betracht ge­
zogen werden, wo die drei Ecken A, B, C nicht notwendig 
Verbindungsgeraden haben. Wenn z. B. A und B wenig­
stens eine Verbindungsgerade haben, während es offen 
bleibt, wie sich die Paare BC, CA, bezüglich der Existenz 
von Verbindungsgeraden verhalten, kann man von der 
Mittelsenkrechten p von AB und von den Mittelpunkten M 
von BC, N von CA, reden; p ist ein- oder mehrdeutig be­
stimmt, je nachdem die Gerade AB ein- oder mehrdeutig 
bestimmt ist; M und V sind immer eindeutig bestimmt. 
Es gilt dann der Satz, dass eine Gerade y existiert, 
welche durch M und N hindurchgeht und auf p 
senkrecht steht. Ist AB mehrdeutig, so wird MN — q 
auch mehrdeutig, und die beiden Geraden entsprechen ein-
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ander derart, dass sie stets eine (veränderliche) gemeinsame 
Normale p durch den festen Mittelpunkt von AB haben.

4. Im folgenden sollen aber nun unsere Untersuchungen 
stets auf reelle Geometrien beschränkt werden, d. h. 
auf solche Geometrien, wo je zwei Punkte wenigstens 
eine Verbindungsgerade haben; ferner sollen die 
elementaren Gesetze der Anordnung für die Punkte 
einer geraden Linie Gültigkeit haben; und endlich setzen 
wir auch die gewöhnlichen Pegeln über die Teilung der 
Ebene durch jede ihrer Geraden in zwei Halbebenen vor­
aus. Es folgt dann (vgl. Erste Mitteilung S. 17), dass zwei 
Geraden, welche zwei Punkte A, B gemein haben, 
beide die ganze Strecke AB enthalten müssen.

Schliesslich wollen wir bei den folgenden Untersu­
chungen auch stets voraussetzen, dass alle Geraden kon­
gruent sind, dass also durch Bewegungen nicht nur 
jeder Punkt in jeden anderen, sondern auch jede Gerade 
in jede andere übergeführt werden kann.

II. Nachbarpunkte und Nachbargeraden.

5. Eine Strecke AB soll ordinär heissen, wenn die 
Gerade AB eindeutig ist, dagegen singulär, wenn dies 
nicht der Fall ist.

Zwei verschiedene, von einem Punkt 0 ausgehende 
Halbstrahlen « und b bilden einen Winkel mit dem Scheitel 
0. Wir setzen hier voraus, dass die Halbstrahlen zwei ver­
schiedenen Geraden angehören; diese Geraden sind durch 
die Halbstrahlen a, b eindeutig bestimmt; durch Umwen­
dung um 0 werden nämlich die Halbstrahlen a, b in die 
entgegengesetzten Halbstrahlen übergeführt. Wenn die beiden 
Halbstrahlen a, b zwei mehrdeutig schneidenden Geraden 
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angehören, soll der Winkel singulär heissen, spitz, wenn 
a und b mehrere Punkte, und dann auch Strecken gemein 
haben, und rund, wenn a und b nur den Punkt 0 ge­
mein haben. Andere Winkel heissen ordinär. Ein run­
der singulärer Winkel ist Nebenwinkel eines spitzen singu­
lären Winkels.

6. Ein singulärer spitzer Winkel kann in sich selbst 
verschoben werden. Ist Ox ein von 0 verschiedener gemein­
samer Punkt von a und b, und ist M der Mittelpunkt von 
OOX, dann wird der Winkel durch die Schiebung = 
J/Ox derart in sich selbst verschoben, dass der Scheitel 0 
in Ox übergeht. Alle singulären Winkel, deren Schenkel in 
den Schenkeln eines anderen singulären (spitzen) Winkels 
enthalten sind, sind also diesem Winkel kongruent (und 
unter einander kongruent). Auch ein runder Winkel kann 
in ähnlicher Weise in sich selbst verschoben werden.

7. Als Scheitelelement eines singulären Winkels be­
zeichnen wir die Menge aller gemeinsamen Punkte der beiden 
durch die Schenkel des Winkels bestimmten Geraden. Das­
selbe Element soll auch das Schnitt element der beiden 
Geraden genannt werden. Das Schnittelement ist ein kon­
vexer Bereich d. h. je zwei Punkte der Menge sind die End­
punkte einer Strecke, deren Punkte alle der Menge ange­
hören. Kongruente singuläre Winkel haben kongruente 
Schnittelemente.

8. Wenn zwei singuläre spitze Winkel nicht kongruent 
sind, so spricht man von einem grösseren und einem klei­
neren Winkel in dem Sinne, dass der kleinere Winkel in 
den grösseren so hineingelegt werden kann, dass die beiden 
Winkel einen Schenkel gemein haben. Man sieht dann,

1) Das ist die Schiebung, welche aus den Umwendungen O und Af 
zusammengesetzt ist
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dass der kleinere Winkel entweder dasselbe oder ein grös­
seres Scheitelelement als der grössere Winkel hat.

9. Drei Punkte A, B, C, welche nicht in derselben Ge­
raden enthalten sind, bestimmen ein Dreieck ABC mit den

Fig- F

eindeutig bestimmt: z. B. Z. A
A durch B und von A durch

Seiten BC, CA, AB, wobei 
wir nur an die Strecken 
denken. Die Winkel des 
Dreiecks werden hingegen 
erst durch gerade Linien 
festgelegt, welche je zwei 
der Punkte verbinden : eine 
Gerade a durch B und C, 
eine Gerade b durch C und 
A, und eine Gerade c durch 
A und B. Sind diese Gera­
den alle eindeutig bestimmt 
(die Seiten sollen dann als 
ordinär bezeichnet werden), 
so sind auch die Winkel 

durch die Halbstrahlen von
C. Wenn aber die Verbin­

dungsgeraden der Ecken mehrdeutig sind, werden auch die 
Winkel mehrdeutig. Die Summe der Winkel ist aber hiervon 
unabhängig. Wenn wir uns nämlich vergegenwärtigen, wel­
che Veränderung es bewirkt, wenn eine Seitengerade a durch 
eine andere öj ersetzt wird, so ergibt sich, dass die durch 
die Seitengeraden a, b, c festgelegten Winkel

ß = CBA, y = ACB

und die durch die Seitengeraden a1( b, c festgelegten Winkel

ßr = CBA, 71 = ACB,

dieselbe Summe haben.
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In der Tat ist

ßi = ß + n = r — æi.

wo x den von den beiden Halbstrahlen von B durch C 
längs a bzw. gebildeten Winkel und xx den von den 
Halbstrahlen von C durch 13 längs a bzw. gebildeten 
Winkel bedeuten. Diese Winkel x und x^ sind aber unter­
einander gleich; denn sie gehen bei der Umwendung um 
den Mittelpunkt M von BC ineinander über.

Es ist also
ßi + Ti — ß A~ y,

<1. h.
Die Winkelsumme im Dreieck ist bei mehrdeu­

tigen Seitengeraden von der Wahl dieser Geraden 
unabhängig und hängt also nur von den Ecken des 
Dreiecks ab.

Entsprechendes ergibt sich für die Winkelsumme eines 
beliebigen Polygons.

10. In jedem Dreieck mit einem rechten Winkel 
sind die beiden anderen Winkel spitz.

Es sei ABC (Fig. 2) ein rechtwinkliges Dreieck mit dem
rechten Winkel C = (ab). In A 
errichten wir die Normale 
auf b. Die beiden Geraden a, Qx 
begrenzen einen Streifen, wel­
cher die ganze Strecke AB ent­
hält. Hieraus folgt aber, dass 
der Winkel bei A spitz ist. Eben­
so ergibt sich dies für den Win­
kel bei B.

11. In einem rechtwinkligen Dreieck können 
nicht beide spitzen Winkel singulär sein.
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Anderenfalls könnte man (Fig. 3) von den Ecken A,
B aus zwei gleich grosse Strecken AAj und BrB auf der

Hypotenuse AB derart abgren­
zen, dass die eine Strecke AAi 
zugleich in der Kathete AC, die 
andere I3131 zugleich in der Ka­
thete BC enthalten ist. Die Be­
wegung AAj = B^B würde dann 
beide Kathetenlinien a und b 
in sich überführen, also den 
Punkt C fest lassen, was un­
möglich ist.

12. Wie sofort ersichtlich, lässt
sich der Satz zu dem folgenden erweitern:

In jedem Dreieck ABC mit einem ordinären
Winkel A (wo also die Seitengeraden AB und AC 
nur einen Punkt A gemein haben), können die 
anderen Winkel niemals beide singulär sein.

13. Zwei Halbstrahlen und b± (Fig. 4), die von zwei 
Punkten A bzw. B einer Geraden g nach derselben Seite 
dieser Geraden ausgehen und mit der Strecke AB singu­
läre spitze Winkel bilden, müssen sich schneiden. Fällt

man nämlich von B die Senkrechte BC auf alt so erhält 
man ein rechtwinkliges Dreieck ACB, dessen Winkel A 
singulär ist, und dessen anderer Winkel B somit ordinär 
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ausfallen muss. Hieraus folgt aber, dass der Halbstrahl blf 
welcher mit BA einen singulären spitzen Winkel bildet, in 
den Winkel ABC eindringt; er muss daher die Seite AC 
schneiden oder durch A hindurchgehen.

14. Zwei Punkte A, B sollen als Nachbarpunkte 
(oder als benachbart) bezeichnet werden, wenn sie mehr als 
eine, also unendlich viele Verbindungsgeraden haben. Die 
Strecke AB ist dann singulär. Zieht man durch A, B zwei 
Geraden a, b, welche einander eindeutig schneiden (z. B. 
zwei zueinander senkrechte Geraden), so ist ihr Schnitt­
punkt C zu A und B benachbart. Sind nämlich p und q 
zwei sowohl durch A als auch durch B hindurchgehende 
Geraden, so lässt sich die Bewegung pq durch ax ersetzen, 
wo X durch A geht, oder durch by, wo y durch B geht. Es 
ist dann ax = by, also bax = y involutorisch, und da a, 
b einen eindeutigen Schnittpunkt C haben, muss x durch 
diesen Punkt gehen, d. h. A und C haben mehrere Ver­
bindungsgeraden. Aus C und A (oder B) lassen sich dann 
neue Nachbarpunkte ableiten. Wir wissen auch, dass die 
Mittelpunkte der Strecken AB, AC, u. s. w. Nachbar­
punkte von A sind, ebenso die Punkte Aß, A , u. s. w. 
(Erste Mitteilung, S. 17).

Bemerkung. Es könnte natürlich vorkommen, dass 
alle Punkte unserer Ebene benachbart sind, d. h. dass je 
zwei Punkte unendlich viele Verbindungslinien haben, also 
dass alle Strecken singulär sind. Dieser Fall soll bis auf 
weiteres ausgeschlossen werden. Im folgenden soll also stets 
vorausgesetzt werden, dass wenigstens ein Punktepaar (und 
dann unendlich viele) existiert, dessen Verbindungslinie 
eindeutig ist.

15. Wir wollen nun alle Nachbarpunkte von A zu einer 
Menge (A) zusammenfassen. Wir bezeichnen A als Mittel- 
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punkt (1er Menge, werden aber sofort zeigen, dass jeder 
Punkt der Menge als ihr Mittelpunkt betrachtet werden 
kann, indem wir den folgenden Satz beweisen:

Zwei Nachbarpunkte B, C eines Punktes A sind 
auch Nachbar punkte voneinander.

Der Beweis verläuft in folgender Weise :
Fall 1. A, B liegen auf einer Geraden g, AG auf einer 

anderen Geraden h _L g, oder allgemeiner: g und h haben 
einen eindeutigen Schnittpunkt.

Durch B und C ziehen wir eine Gerade Z; sie schneidet 
jedenfalls eine der beiden Geraden g, h eindeutig. Und 
hieraus folgt (14), dass B und G Nachbarpunkte sind. Also:

Wenn zwei Katheten eines rechtwinkligen Drei­
ecks singulär sind, so auch die Hypotenuse.

Fall 2. A, B, C liegen alle auf einer Geraden g. Wir 
errichten in A ein Lot h und tragen auf ihm mittels einer 
Spiegelung an einer Spiegelungsachse der beiden Geraden 
g, h die Strecke AI) = AB ab. Wir ziehen die Gerade l 
durch B und D senkrecht zu dieser Spiegelungsachse. Die 
Winkel bei B und 1) im Dreieck BAI) müssen dann beide 
ordinär ausfallen, weil sie nicht beide singulär sind. Nach 
Fall 1 sind nun D und C Nachbarpunkte, und da die bei­
den Geraden l und g einander eindeutig schneiden, folgt 
aus 14, dass B und G benachbart sind.

Wenn zwei Strecken singulär sind, so ist auch ihre 
Summe und ihre Differenz singulär.

Fall 3. Dieser Fall ist der Hauptfall: A, B, C sind 3 
beliebige Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen.

Wir ziehen eine Gerade g durch B und C und fällen 
das Lot AAX auf g. Da nun A und B benachbart sind, gilt 
dies auch von Ax und B. Ebenso: A und C sind benach­
bart, daher auch Ax und C. Da nun Ax zu B und G bcnach- 
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bart ist, und diese 3 Punkte auf einer Geraden liegen, folgt 
(Fall 2), dass B und C untereinander benachbart sind.

Hiermit ist unser Beweis vollständig erledigt.
16. Ein Nachbargebiet (A) mit Mittelpunkt A wird nun 

nach diesem Satz durch irgend einen seiner Punkte bestimmt. 
Wenn zwei Nachbargebiete einen Punkt gemein haben, 
müssen sie identisch sein.

Das Nachbargebiet ist ein konvexer Bereich, hat aber 
keine Grenzpunkte.

Es lässt sich leicht bestätigen, dass im Nachbargebiet 
(A) eine Geometrie gilt, in welcher dieselben Axi­
ome erfüllt sind wie in unserer ursprünglichen 
Geometrie. Unter einer Geraden im Gebiet (A) verstehen 
wir nur diejenige Teilmenge einer ursprünglichen Geraden, 
welche dem Gebiet angehört. In naheliegender Weise lassen 
sich auch andere geometrische Begriffe auf das Gebiet (A) 
überführen, und nach den vorstehenden Untersuchungen 
gelten dann eben alle Axiome unserer Geometrie.

17. Wir wollen nun auch von Nachbargeraden 
sprechen. Zwei Geraden a, b sollen Nachbargeraden heis­
sen, wenn zu jedem Punkt P der Geraden a ein Nachbar­
punkt Q auf der Geraden b existiert. Das Lot PN von P 
auf b trifft dann diese Gerade stets in einem Nachbar­
punkt Q von P.

Zwei Geraden a, b mit mehrdeutigem Schnitt­
punkt sind notwendig Nachbargeraden.

Die beiden Geraden a, b (Fig. 5) mögen etwa die Punkte 
A, B gemein haben. Von einem auf a (aber nicht auf b) 
gelegenen Punkt P fällen wir das Lot c auf b. Der Fuss­
punkt sei Q. Die Lote auf a und b in A seien n und 
äusser A haben sie noch z. B. den Punkt C gemein, welcher 
durch Abtragen der Strecke AC = AB erhalten wird. Die
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Bewegung ab ist mit der Bewegung nn1 gleichwertig und 
hat also äusser A (und B) den Fixpunkt C. Wir ziehen nun 
die Verbindungsgerade CP — cx; sie ist von a verschieden, 
weil C nicht auf a liegt. Die Bewegung abcr ist nun der Be­
wegung niZiCx gleichwertig und daher involutorisch. Mit 
Hilfe dieser Tatsache lässt sich dann zeigen, dass die beiden

Punkte P, Q äusser c noch eine Verbindungslinie haben, 
nämlich die Achse c der Spiegelung ac^c. Hierzu ver­
wenden wir den Satz von den drei Spiegelungen in Involu­
tion (Erste Mitteilung S. 24—25): Durch P gehen die Lote 
c auf b und ar auf a. Es gibt dann eine Verbindungslinie 
PQ senkrecht zu derjenigen Geraden m, welche durch die 
Gleichung

in = a^c

bestimmt wird. Diese Verbindungsgerade PQ ist dann als 
Spiegelungsachse c derart bestimmt, dass

c — Pm = Pa^c^c = acjc,

wie oben behauptet wurde.
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Dass die Gerade c' von c verschieden ist, folgt einfach 
daraus, dass a von cx verschieden ist. Es hat sich also her­
ausgestellt, dass die Punkte P, Q zwei verschiedene Ver­
bindungslinien haben, d. h. die beiden Geraden a, b sind 
Nachbargeraden.

In der obigen Untersuchung kann der Punkt C durch 
irgend einen anderen gemeinsamen Punkt der beiden Ge­
raden n, rix ersetzt werden. Wenn C das ganze Schnittele­
ment (n, nx) durchläuft, beschreibt die Gerade cx das pro­
jizierende Büschel P(C) aus P, und gleichzeitig beschreibt 
die Verbindungsgerade c von P, Q, welche durch die 
Gleichung

c = ac1c

bestimmt ist, ein entsprechendes Büschel. Da acr = cc, 
sind die beiden von cx und c beschriebenen Büschel sym­
metrisch.

18. Zwei Nachbargeraden mit einem gemein­
samen Punkt P, schneiden sich mehrdeutig (in 
einem Schnittelement um P).

Beweis. PQ sei eine ordinäre Strecke auf der einen 
Geraden, PR ihre Projektion auf die andere. QR ist dann 
eine singuläre Strecke, und wenn die beiden Geraden einen 
eindeutigen Schnittpunkt hätten, würde das bedeuten, dass 
auch PQ singulär wäre, was nicht der Fall ist.

19. Haben zwei Punkte A, B eine eindeutige Verbin­
dungslinie g, und ist Bx Nachbarpunkt von B, so haben 
A und Bi eine eindeutige Verbindungslinie glf welche Nach­
bargerade von g ist.

Hätten nämlich g und gx einen eindeutigen Schnitt­
punkt in A, während B und Bx Nachbarpunkte sind, so 
würde hieraus folgen, dass auch A und B benachbart 
wären, was nicht zutrifft.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 12. 2
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20. Wenn zwei Geraden g, h Nachbargeraden 
derselben Geraden l sind, dann sind sie auch Nach­
bargerad e n V o n e i n a n d e r.

Von einem auf g gelegenen Punkt P fällen wir das Lot 
PQ auf l und von Q das Lot QR auf h. Da P und R Nach­
barpunkte von Q sind, sind sie auch Nachbarpunkte von­
einander. Jeder Punkt P von g hat somit einen Nachbar­
punkt auf h, w. z. b. w.

21. Wenn zwei Punkte A und B eine eindeutige 
Verbindungsgerade haben und Aj und Nachbar­
punkte von A bzw. B sind, so ist die Gerade AjBx 
Nachbargerade von AB.

Denn AB und ArBr sind beide Nachbargeraden der­
selben Geraden ABX.

22. Alle Nachbarpunkte einer Geraden l (d. h. Nach­
barpunkte der Punkte von /) bilden ein Nachbargebiet 
von l. Dieses Nachbargebiet (T) enthält alle Nachbar­
geraden von l, und ist durch irgend eine dieser Geraden 
eindeutig bestimmt.

23. Zwei Lote a, aT einer Geraden g, welche in
zwei Nachbarpunkten auf g er­
richtet sind, sind Nachbargera­
den voneinander.

Auf a wählen wir einen Punkt B 
(Fig. 6) derart, dass A und B nicht 
Nachbarpunkte sind. Die Gerade BAr 
ist dann Nachbargerade von a (19). 
Sie schneidet a mehrdeutig in B (18), 
und hieraus folgt weiter P, dass sie 

auch «j mehrdeutig in Ax schneidet und somit auch Nach­
bargerade von ist. Hieraus folgt dann der Satz.

1) Erste Mitteilung, S. 18.
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24. Wenn zwei Geraden g, h, welche einander 
nicht schneiden, eine singuläre Verbindungs­
strecke PQ haben (also zwei Nachbarpunkte ent­
halten), sind sie notwendig Nach bar geraden.

Von dem auf g gelegenen Punkt P fällen wir das Lot l 
auf h (Fig. 7). Sein Fusspunkt sei Qr. Die Strecke PQX ist 
ebenfalls singulär. Errichten wir nun in P das Lot n auf 
l, so wissen wir, dass n und h benachbart sind. Fällt n

mit g zusammen, so ist die Behauptung schon bewiesen. 
Ist dies aber nicht der Fall, so müssen n und g einander 
schneiden. Es gibt dann auf g einen Halbstrahl glf welcher 
innerhalb des Streifens nh verläuft. Derjenige Halbstrahl 
von n, welcher in derselben von l begrenzten Halbebene 
wie Qi verläuft, sei mit nx bezeichnet. Auf n1 tragen wir 
einen ordinären Abstand PR ab und fällen von R das Lot 
RS auf h. Die Strecke RS muss dann g± schneiden; der 
Schnittpunkt sei T. Die Strecke RS ist singulär, RT und 
TS also auch. Die Strecke PT ist hingegen ordinär. Hieraus 
folgt aber, dass die beiden Geraden g und h Nachbar­
geraden sind (21).

Es lässt sich also auch folgendes aussagen:
Zwei Geraden, von denen jede durch einen von 

zwei Nachbarpunkten hindurchgeht, sind ent- 
2*
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weder Nachbargeraden oder sie schneiden sich 
eindeutig.

25. Schneidet eine Gerade c die eine, a, von zwei 
einander benachbarten Geraden a, b eindeutig in 
A, so muss s i e a u c h d i e a n d er e G er a d e, 5, s ch n e i d e n, 
und zwar ebenfalls eindeutig.

Beweis. Das Lot AN von A auf b ist eine singuläre 
Strecke, und da b und c nicht benachbart sind, weil a und 
b es sind, a und c aber nicht, so müssen die beiden durch 
A und 2V hindurchgehenden nicht benachbarten Geraden 
b und c sich eindeutig schneiden.

Insbesondere schneidet also jede Normale auf 
dem einen Schenkel eines singulären Winkels den 
andern Schenkel eindeutig.

Eine Gerade, welche zwei benachbarte Geraden schneidet, 
schneidet also entweder beide eindeutig oder beide mehr­
deutig.

26. Es ist nun leicht zu beweisen, dass die Lote a, b 
von zwei Nachbarpunkten A, B auf zwei Nachbargeraden 
g, h gleichfalls Nachbargeraden sind, und dass ihre Fuss­
punkte G, H Nachbarpunkte sind. Es ist hinreichend, den 
Fall zu behandeln, wo g, h einander schneiden; in den 
anderen Fällen braucht man nur eine dritte Nachbargerade 
i, welche g und h schneidet, einzuschalten. Wenn aber g 
und h sich schneiden, wissen wir nach dem vorigen Satz, 
dass die beiden Geraden a, b, weil sie durch zwei Nach­
barpunkte A, B hindurchgehen, entweder Nachbargeraden 
sind oder einander eindeutig schneiden. Der letztere Fall 
kann aber hier nicht eintreffen, weil zwei Normalen, welche 
von einem Punkt auf zwei Geraden mit eindeutigem Schnitt­
punkt gefällt werden, selbst eindeutigen Schnittpunkt haben 
müssen.
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Dass G und H Nachbarpunkte sind, schliesst man z. B. 
daraus, dass a und h einander in einem solchen Punkt / 
schneiden müssen, dass Gl und III singuläre Strecken sind. 
GH ist somit ebenfalls singulär.

27. Erklärung. Ein ordinärer Winkel a soll wesent­
lich kleiner oder grösser als ein ordinärer Winkel ß 
genannt werden, wenn er kleiner bzw. grösser als ß ist 
und der Unterschied zwischen den beiden Winkeln ein 
nicht singuläre Winkel ist.

Gelegentlich wird auch den Ausdruck gebraucht, ein 
Winkel sei wesentlich spitz oder wesentlich stumpf, 
d. h. wesentlich kleiner bzw. grösser als ein Rechter.

28. Zwei Halbstrahlen a und b, die von den End­
punkten A und B einer singulären Strecke AB auf einer 
Geraden c nach derselben Seite dieser Geraden ausgehen 
und mit der Strecke AB in A einen wesentlich spitzen und 
in B einen rechten Winkel bilden, müssen sich schneiden, 
und zwar eindeutig. Denn die Geraden a, b sind nicht 
benachbart, weil die Normale n in A auf c nicht zu a be­
nachbart ist.

29. Es lässt sich dann das folgende modifizierte »5te 
Postulat Euklids« beweisen:

Zwei Halb geraden a, b, welche von zwei be­
nachbarten Punkten A, B einer Geraden c nach 
derselben Seite dieser Geraden ausgehen und mit 
der Strecke AB zwei Winkel (ac) und (bc) bilden, 
deren Summe wesentlich kleiner als zwei Rechte 
ist, müssen einander schneiden, und zwar ein­
deutig (Fig. 8).

Bei einer Umwendung um den Mittelpunkt M von AB 
geht a in ax über; a2 sei der zu entgegengesetzte Halb­
strahl. Der Winkel ba2 ist dann nicht singulär, und b, a2
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sind somit nicht benachbart. I)a aber a und a2 benachbart 
sind, sind also a und b nicht benachbart. Und hieraus folgt 

die Behauptung.
I n n e r h a 1 b d e s N a c h b a r- 

bereichs eines Punktes 
können wir dann jeden­
falls behaupten, dass 
die Winke 1 summe eines 
Dreiecks nur um einen 
singulären Winkel v o n 
zwei Rechten abweicht: 
Die Geometrie dieses Be­

reichs ist eine »fast-Euklidische«.
30. In diesem Zusammenhang möchten wir noch be­

merken, dass man auch für eine beliebige Strecke AB eine 
spezielle Form des »5ten Postulats« aufstellen kann, näm­
lich die folgende:

Von zwei Halbgeraden a, b, welche von zwei be­
liebigen Punkten A, B einer Geraden c nach der­
selben Seite dieser Geraden ausgehen, bilde die 
eine, a, mit der Strecke AB in A einen singulären 
spitzen Winkel und die andere, b, in B einen 
Winkel, welcher wesentlich kleiner als zwei 
Rechte ausfällt. Dann müssen diese Halbgeraden 
einander schneiden, und zwar eindeutig.

Der Satz ergibt sich sofort aus dem Satz in 25, da von 
den beiden Nachbargeraden a, c die eine, c, von b ein­
deutig geschnitten wird, und daher auch die andere, a. 
Der Winkel (BA, b) kann auch singulär spitz sein, ein Fall 
der schon früher behandelt worden ist.

31. In zwei Nachbargeraden g, h lassen sich 
unendlich viele Rechtecke derart einschreiben, 

Fig- ».
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dass zwei Gegenseiten des Rechtecks auf den bei­
den Geraden liegen.

In dem Falle, wo die beiden Geraden g, h einander 
schneiden, ist der Satz schon früher bewiesen worden 
(Erste Mitteilung S. 18).

In dem Fall, wo die Geraden keinen Punkt gemein 
haben, wählen wir auf g (Fig. 9) eine ordinäre Strecke 
PQ, fällen von Q das Lot QR auf h und ziehen die Gerade
PR. Da die Strecke PQ ordinär, die Strecke QR hingegen

singulär ist, muss die Strecke PR ordinär sein. Die Gerade 
PR ist dann Nachbargerade zu g (und zu h), hat also ein 
Schnittelement um den Punkt P mit g und ein Schnittele­
ment um R mit h gemein. Es lassen sich sodann zwei 
gleich grosse Strecken PS und TR in diesen Schnittele­
menten wählen, und wir wissen dann, dass die Strecke 
PS und ihre Projektion PiSr auf h Gegenseiten eines Recht­
ecks sind. Hiermit ist unser Satz bewiesen.

32. In dem Falle, wo g und h sich schneiden, ist die 
Länge der Gegenseiten des eingeschriebenen Rechtecks 
durch das Schnittelement beschränkt, da nämlich gerade 
jeder Strecke innerhalb dieses Elements ein Seitenpaar 
dieser Länge entspricht. Auch wenn g und h sich nicht 
schneiden, kann man ein Element angeben, welches alle 
diejenigen Streckenlängen enthält, die bei Seitenpaaren ein­
geschriebener Rechtecke Vorkommen können. Wir wollen 
dieses Element als Schiebelement der beiden Geraden 
g, h bezeichnen. Es gibt in der Tat Bewegungen, bei denen 
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alle Elemente dieser Grösse auf den beiden Geraden in 
sieh verschoben werden. Diese Eigenschaft ist für Nachbar­
geraden charakteristisch.

33. Wenn die beiden Geraden g, h sich nicht schneiden, 
kann das Schiebelement die ganze Gerade umfassen. Das 
bedeutet, dass jede Normale der einen Geraden auch Nor­

male der anderen ist.
Es sei nun ABCD (Fig. 10) ir­

gend ein dreirechtwinkliges Vier­
eck mit den Seitengeraden a, b, 
c, d, d _L a, alb,b 1c; fer­
ner sei «! eine Nachbargerade 
von a mit obengenannter Eigen­

schaft, d. h. «i J_ d und J_ b. Die Bewegung aa-^c ist dann 
involutorisch, und wegen aa^ — AAi ist auch AAxc involu- 
torisch, d. h. es gibt eine auf c senkrechte Gerade durch A, 
A15 also eine auf c senkrechte Nachbargerade zu d.

Die Abweichung des Winkels D von einem rechten 
Winkel ist also singulär.

Gibt es also in unserer Ebene zwei N a c h b a r g e- 
raden mit gemeinsamem N o r m a 1 e n s y s t e m, so ist 
die Winkelsumme eines jeden Dreiecks nur um 
einen singulären Winkel von zwei Rechten ver­
schieden.

Gibt es ein Rechteck mit ordinären Seiten, so 
ist die Winkelsumme eines jeden Dreiecks genau 
zwei Rechte (Erste Mitteilung, S. 19—20).

34. Zwei Nachbargeraden g, h bestimmen eine 
Bewegung gh, welche jeden Punkt in einen Nach­
barpunkt überführt (eine singuläre Bewegung).

Der Punkt A gehe bei der Spiegelung g in Ax und der 
Punkt Aj bei der Spiegelung h in A2 über; dann sind A und

B 7? b C
Fig. 10.
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A2 benachbart, weil sie Spiegelbilder von Ax an den beiden 
benachbarten Geraden g, h sind.

Haben g und h keinen Punkt gemein, so hat die Be­
wegung gh keinen Fixpunkt. Es müssten sonst nämlich 
zwei Punkte P, Q mit zwei verschiedenen Spiegelungs­
achsen g, h existieren, und diese Spiegelungsachsen hätten 
einen Punkt gemein nämlich den Mittelpunkt von PQ, was 
unserer Annahme widerstreitet.

Haben g und h einen Punkt und somit (weil sie Nach­
bargeraden sind) unendlich viele Punkte gemein, so hat 
die Bewegung unendlich viele Fixpunkte, nämlich erstens 
alle gemeinsamen Punkte P von g und h und zweitens alle 
gemeinsamen Punkte jedes Geradenpaares glt h1 mit gx 
J_ g, _L h im Punkte P. Die hierdurch bestimmte Fix­
punktmenge bildet einen konvexen Bereich, welcher von 
jeder Geraden, die in den Bereich eindringt, in einem Ele­
ment geschnitten wird, das dem Schnittelement von g und 
h kongruent ist1).

Zwei Nachbarpunkte A, B bestimmen eine singuläre 
Bewegung AB, welche jede Gerade durch A und B fest 
lässt.

Sind g und h zwei Nachbargeraden und l eine beliebige 
Gerade, so ist die bei der Bewegung ghl feste Gerade eine 
Nachbargerade von l. Es folgt dies daraus, dass die Gerade 
l bei der Bewegung gh in eine Nachbargerade Í von sich 
übergeht und sodann bei der Bewegung ghl in eine andere 
Nachbargerade l" übergeführt wird.

35. Wenn zwei gleichartig orientierte Nachbar­
geraden g, h von einer dritten orientierten Geraden 
l geschnitten werden, so ist der Unterschied zwi­
schen den beiden Schnittwinkeln (g, /) und (h, /) 

1) Vgl. hierzu Erste Mitteilung, S. 31—32.
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ein singulärer Winkel. Es folgt dies daraus, dass eine 
Schiebung längs l, welche den Scheitel des ersten Winkels 
in den Scheitel des zweiten überführt, die orientierte Ge­
rade g in eine zur orientierten Geraden h benachbarte 
orientierte Gerade g' überführt.

In ähnlicher Weise erhält man den folgenden allgemei­
neren Satz:

Der Unterschied zwischen zwei beliebigen be­
nachbarten Winkeln ist stets ein singulärer 
Winkel.

Natürlich gilt ein entsprechender Satz für benachbarte 
Strecken.

III. Verallgemeinerung der Saccheri-Lambertschen Sätze.

36. Wir betrachten ein Viereck ABCD mit rechten 
Winkeln bei A, B, C. Wir setzen voraus, dass die »Ka­
theten«, d. h. die beiden Seiten AB und BC ordinäre Strecken 
sind. Einander gegenüberliegende Seitengeraden des Vier­
ecks haben dann ordinäre Lage zueinander, d. h. sie sind 
nicht Nachbargeraden, und die beiden Strecken CD und 
DA sind dann ebenfalls ordinär. Vom vierten Winkel D 
lässt sich nun zunächst aussagen, dass er ordinär sein muss. 
Wenn nämlich die Geraden AD und CD benachbart wären, 
müssten auch ihre Lote durch B, nämlich BA und BC, 
benachbart sein, was unserer Voraussetzung, dass sie auf­
einander senkrecht stehen, widerstreitet.

37. Im Viereck ABCD (Fig. 11) verlängern wir nun 
AD über D hinaus nach E und fällen die Senkrechte EF 
von E auf die Verlängerung von BC. Hierdurch entsteht 
ein neues dreirechtwinkliges Viereck ABFE mit ordinären
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Seiten. Vergleichen wir nun die Winkel der beiden Vier­
ecke bei D und E, so zeigt sich, dass sie entweder beide 
spitz, beide stumpf, oder beide rechte Winkel sind.

1) Zunächst untersuchen wir den ersten Fall, wo 
Z ADC spitz ist, und wollen zeigen, dass Z AEF dann auch 
spitz ausfallen muss (Fig. 11). Da Z ADC spitz ist, hat das 
Lot von A auf die Gerade CD seinen Fusspunkt Q auf der 
Strecke CD. Ferner hat das Lot von E auf die Gerade CD 
seinen Fusspunkt R auf der 
Verlängerung der Strecke CD 
über D hinaus, jedenfalls wenn 
die Strecke ED ordinär ist, was 
wir zunächst voraussetzen wol­
len. Die Strecke AR ist nun or­
dinär, und ihre Verlängerung 
über R hinaus bildet mit der 
Strecke RE einen spitzen Win­
kel, weil Z ARQ spitz und Z QRE recht ist. Das Lot m von 
E auf die Gerade AR muss also seinen Fusspunkt S auf die­
ser Verlängerung haben. Die drei Geraden AB, DC und EF 
sind Lote derselben Geraden BCF und somit in Involution. 
Vom Punkte E auf der dritten dieser Geraden haben wir 
Lote p, q auf die beiden ersten gefällt und die Fusspunkte 
A und R durch eine Gerade verbunden; ferner ist vom 
Punkt E das Lot m auf diese Verbindungsgerade AR ge­
fällt. Nach dem Lotensatz (Zweite Mitteilung S. 4) besteht 
dann die folgende Gleichung

= qm.

Da nun ferner die Orientierungen

FEA, CDA, QDA, RDE, RAE, RES
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der Reihe nach ersichtlich übereinstimmen, erkennt man 
durch Vergleichung der ersten und der letzten dieser Ori­
entierungen und mit Hilfe der obigen Gleichung, dass

Z. FEA = Z RES

ist. Da nun der letztere Winkel spitz ist, ist somit auch der 
erstere spitz, w. z. b. w.

Der spezielle Fall, dass DE singulär ist und R in D fällt, 
wobei dann Z. ADC allerdings nur um einen singulären 
Winkel von einem Rechten abweicht, lässt sich folgender­
massen erledigen: Die Gerade AR fällt mit p zusammen. 
Die Gerade m fällt ferner mit dem Lot von p in E zusammen 
und soll so orientiert werden, dass sie in diejenige durch 
AE bestimmte Halbebene weist, welche das Viereck nicht 
enthält. Die Gerade q enthält nach Voraussetzung die 
Strecke ED und folgt der Geraden p noch weiter, muss 
sie aber doch einmal verlassen und geht dann, weil / ADC 
spitz ist, in dieselbe Halbebene hinein, die wir für m ge­
wählt haben. Da nun stets kp = qm ist, folgt sofort, dass 
der Winkel AEF spitz ist.

Durch ähnliche Retrachtungen lässt sich zeigen, dass 
auch in dem Falle, wo E auf der Strecke AD und AE ordi-

der Strecke CD (oder in D,

när gewählt wird, der Winkel 
AEF notwendig spitz ausfallen 
muss.

2) Der zweite Fall, wo Z ADC 
stumpf ist, wird in analoger 
Weise erledigt (Fig. 12):

Das Lot von E auf CD hat 
nun seinen Fusspunkt R auf 

ein Fall, der einer besonderen
Untersuchung vorbehalten bleibt). Die Gerade AR ist ein­
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deutig bestimmt. Das Lot in von E auf diese Gerade hat 
den Fusspunkt S. Man hat nun wie früher (nach dem Löten­
satz) kp — qm, und da die Orientierungen

FEA, CDA, RDA, REA, RES

einander gleichwertig sind, ergibt sich durch Vergleichung 
der ersten und der letzten dieser Orientierungen, dass die 
Winkel FEA und RES Supplementwinkel sind, d. h. Z FEA 
ist stumpf.

Der Fall, wo R in D fällt, wird wie oben erledigt.
3) Der dritte Fall, wo Z ADC recht ist, wird unmittel­

bar durch den Lotensatz erledigt.
38. Aus den Sätzen von den dreirechtwinkligen Vier­

ecken folgen nun leicht die Dreieckssätze :
Io. Wenn die Winkelsumme in einem Dreieck mit 

ordinären Seiten und Winkeln kleiner als zwei Rechte aus­
fällt, dann ist sie in jedem Dreieck kleiner oder gleich 
zwei Rechten.

2°. Wenn die Winkelsumme i 
ordinären Seiten und Winkeln gross 
fällt, dann ist sie in jedem Dreieck 
grösser oder gleich zwei Rechten.

3°. Wenn die Winkelsumme in 
einem Dreieck mit ordinären Seiten 
und Winkeln zwei Rechte ist, dann 
ist sie in jedem Dreieck gleich zwei 
Rechten.

Die Sätze werden mit Hilfe der 
bekannten nebenstehenden Figur 
bewiesen: Im Dreieck ABC sind M
und N die Mittelpunkte der Seiten AB und BC. Da die Strecke 
AC ordinär ist, muss auch die Strecke MN ordinär sein, 

einem Dreieck mit 
r als zwei Rechte aus-
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und da die Strecken BAI und BN und der Winkel AIBN 
ordinär sind, gilt dies auch für das Lot BI) und die mit 
diesem kongruenten Strecken AE, CF. Die Mittelsenkrechte 
771 der Seite AC teilt das Viereck AEFC in zwei kongruente 
ordinäre dreirechtwinklige Vierecke mit einem Winkel (bei 
A und bei C), welcher die Hälfte der Winkelsumme unseres 
Dreiecks ABC ausmacht.

Dieser Winkel ist dann spitz, stumpf oder recht, je 
nachdem die Winkelsumme des Dreiecks kleiner als, grösser 
als oder gleich zwei Rechten ist.

39. In dem Falle, wo die Winkelsumme zwei Rechte 
überschreitet, kann man von einem Exzess sprechen. 
Dieser Exzess ist jedoch immer in dem Sinne klein, dass 
man durch Vervielfältigung niemals einen rechten Winkel 
überschreiten kann. Dies folgt aus nebenstehender Figur 
(Fig. 14), wo aus dem Dreieck ABC, mittels Umwendungen 
um die Mittelpunkte der Seiten BC, CA, AB, drei andere 
Dreiecke BCAlt CAB±, ABCr abgeleitet sind.

Es entsteht hierdurch ein Drei­
eck A1B1C1, dessen Exzess -— nach 
wohlbekannten Überlegungen — 
wenigstens viermal so gross wie der 
Exzess £ des ursprünglichen Drei­
ecks ist. Durch Widerholung dieses 
Prozesses könnte man sonach Drei­
ecke herstellen, deren Exzesse jedes 
vorgegebene Vielfache von e über­
schreiten. Hieraus folgt aber gerade, 
dass e im obengenannten Sinn klein 

Fig. 14.

ist. Es folgt aber hieraus nicht dass der Winkel £ ein sin­
gulärer Winkel ist.

In allen Fällen, in denen das Eindeutigkeitsaxiom nicht 
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allgemeine Gültigkeit hat, gibt es Dreiecke, deren Winkel­
summe zwei Rechte ausmacht (Erste Mitteilung S. 18), und 
es lässt sich um jeden Punkt der Ebene ein Bereich an­
geben, innerhalb dessen jedes Dreieck die Winkelsumme 
zwei Rechte hat.

IV. Singuläre Dreiecke.

40. Ein Dreieck mit ordinären Seiten und ordinären 
Winkeln soll ordinär heissen. Von ordinären Dreiecken ist 
leicht zu beweisen, dass jede Seite kleiner als die Summe 
der beiden anderen ist, und dass die Euklidischen Sätze 
über Ungleichheiten zwischen Seiten und ihren gegenüber­
liegenden Winkeln Gültigkeit haben. Für singuläre Drei­
ecke, d. h. Dreiecke, wo singuläre Seiten oder Winkel vor­
kommen, treten aber Modifikationen ein. Wir wollen hier 
die folgenden Sätze über singuläre Dreiecke hervorheben:

Io. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit 
einem singulären Winkel A, dessen Scheitelele-

/?
Fig. 15.

ment grösser als die gegenüberliegende Kathete 
BC ist, ist die Hypotenuse AB gleich der anderen 
Kathete AC (Fig. 15).
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Die Seitengeraden sind a, b, c. In B errichten wir das 
Lot n auf c. Die Geraden n und a sind dann Nachbarge­
raden, und es lässt sich zeigen, dass sie wenigstens die 
Strecke BC gemein haben. Wenn wir nämlich in B das 
Lot p auf a errichten, wissen wir, dass p und c ein Ele­
ment gemein haben, welches dem Scheitelelement des 
Winkels A kongruent ist oder noch grösser als dieses Ele­
ment ausfälltb, und da pc = an ist, folgt hieraus, dass 
auch a und n ein ebenso grosses Element gemein haben. 
Da ferner BC kleiner als dieses Element ist, folgt hieraus, 
dass a und n jedenfalls die Strecke BC gemein haben.

Es sei nun m die Spiegelungsachse des Winkels A. 
Fällen wir von C das Lot auf m, so fällt n± zwischen 
a und n, und nx muss dann mit a jedenfalls ein ebenso 
grosses Element gemein haben, wie n und a, d. h. die 
Strecke BC ist in nr enthalten; n1 muss dann c in B treffen, 
d. li. die Strecken AB und AC sind gleich.

2°. In einem Dreieck ABC mil zwei singulären 
spitzen Winkeln A und B, wo die Höhe CH von der 
dritten Ecke C auf die Grundlinie AB kleiner ist 
als die Scheitelelcmente der beiden Winkel A und 
B, ist die Grundlinie AB gleich der Summe der 
beiden anderen Seiten.

Der Satz ergibt sich durch Anwendung des vorigen 
Satzes auf die beiden rechtwinkligen Dreiecke AHC und 
BHC.

3°. In einem Dreieck mit einem singulären 
Winkel A ist die Winkelsumme fast zwei Rechte, 
d. h. die Abweichung von zwei Rechten ist ein 
singulärer Winkel.

1) Erste Mitteilung, S. 18: Jede Strecke des Elementes A ist einer 
Strecke kongruent, welche den beiden Geraden p, c gemeinsam ist.
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Ist der Winkel A rund, so ist die Saehe klar. Ist der
Winkel spitz, so gilt folgendes (Fig. 16): Eine Schiebung 
längs der Seitengerade a, bei der B in C übergeht, ist eine
singuläre Bewegung, die die 
Seitengerade c in eine Nach­
bargerade c' überführt, und 
da c Nachbargerade von b 
ist, ist auch c' Nachbargerade 
von b, d. h. c und b bilden 
bei C einen singulären spitzen Winkel. Dieser Winkel ist 
aber 2 R — (B 4- C), woraus der Satz folgt.

Bemerkung. Die Gerade c muss ausserhalb des Drei­
ecks liegen; die Summe der beiden Dreieckswinkel B, C 
ist immer kleiner als 2 R. Der Satz vom Aussenwinkel ist 
allgemein gültig in unserer Geometrie.

V. Die Spiegelungsachse zweier Geraden.

41. Unseren Voraussetzungen zufolge kann durch Be­
wegung jede Gerade in jede andere Gerade übergeführt 
werden. Es folgt dann nach Axiom V, dass zwei Geraden 
mit einem gemeinsamen Punkt zwei zueinander senkrechte 
Spiegelungsachsen durch diesen Punkt haben.

Haben zwei Geraden a, b unendlich viele Punkte 
gemein, und ist P einer dieser Punkte, so bilden die beiden 
Geraden zwei singuläre spitze Scheitelwinkel mit dem 
gemeinsamen Scheitel P. Es gibt dann (Axiom V) eine 
Spiegelungsachse p durch P, derart dass jeder der beiden 
Winkel bei der Spiegelung p in sich selbst übergeht, und 
eine andere Spiegelungsachse q, derart dass die beiden 
singulären Winkel bei der Spiegelung q miteinander ver­
tauscht werden. Die Spiegelungsachse p enthält das ganze

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 12. 3
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Scheitelelement (Schnittelement) der Geraden a, b. Die 
Spiegelungsachse q ist senkrecht zu p, und wenn P das 
ganze Scheitelelement durchläuft, durchläuft q eine ganze 
Reihe von Spiegelungsachsen J_ p.

zwei Geraden a, b keinen Punkt gemein, 
eine und nur eine Spiegelungsachse. Das 

lässt sich folgendermassen 
einsehen.

Von einem auf a gelege­
nen Punkt A (Fig. 17) fällen 
wir das Lot c auf b\ der 
Fusspunkt sei B. Durch 
A ziehen wir eine Gerade 
d J_ c. Der Mittelpunkt der 
Strecke AB sei M. Diejenige 
Spiegelungsachse der bei­
den Geraden a, d, welche 
nicht in demjenigen Winkel 
sei s. Wir legen nun durch

M eine Gerade ils. Diese Gerade l muss a schneiden, 
nämlich in einem Punkt P desjenigen Halbstrahls von a, 
welcher einen spitzen Winkel mit dem von A ausgehenden 
und durch B hindurchgehenden Halbstrahl von c bildet. 
Sie muss sodann auch die Gerade d schneiden, nämlich 
im Spiegelbild Ç) von P an s. Schliesslich schneidet dann 
die Gerade l auch die Gerade b, nämlich in dem aus Q 
durch Umwendung um M hervorgehenden Punkt 7?.

Die Bewegung sMR muss nun a in b überführen. Diese 
Bewegung ist aber eine Spiegelung s', deren Achse senkrecht 
auf l steht. Hiermit haben wir eine Spiegelungsachse kon­
struiert. Dass zwei Spiegelungsachsen in diesem Falle 
nicht vorhanden sein können, ergibt sich daraus, dass ein

42. Haben 
so haben sie
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Punkt A von a bei den Spiegelungen an zwei Achsen in 
zwei Punkte B, C übergehen müsste, sodass ein Dreieck 
entstehen würde, bei dem ein Aussenwinkel kleiner als 
ein Innenwinkel ist, was nicht vorkommen kann.

VI. Die Gross-Geometrie.

43. Wir konstruieren nun eine neue Geometrie, deren 
»Punkte« die Punkt-Nachbargebiete und deren »Geraden« 
die Geraden-Nachbargebiete der ursprünglichen Geometrie 
sind. Die neue Geometrie soll als »Gross-Geometrie« und 
ihre Punkte und Geraden als »Grosspunkte« und »Gross­
geraden« bezeichnet werden.

Es gilt dann der Satz:
Jezwei Grosspunkte (A), (B) bestimmen ein­

deutig eine Grossgerade (9), welche die beiden 
Grosspunkte enthält.

Wir können in dieser Gross-Geometrie ganz wie in der 
alten Geometrie von Bewegungen sprechen. Jede Gross­
gerade (?) bestimmt eine Spiegelung, welche jedem Gross­
punkt (A) einen Grosspunkt (A/) zuordnet, wobei A' und A 
einander bei der Spiegelung g entsprechen. Jede Bewegung 
in der Gross-Geometrie entsteht so durch Zusammenfassung 
einer Menge von Bewegungen der ursprünglichen Geometrie, 
bei denen Nachbarpunkte in Nachbarpunkte übergehen.

44. Es zeigt sich so, dass alle Axiome der ursprüng­
lichen Geometrie auch in der Grossgeometrie gelten. Und 
da zudem das Eindeutigkeitsaxiom in der Grossgeometrie 
erfüllt ist, gilt hier also die ganze projektive Geometrie. 
Ebenso können alle Begriffsbildungen aus der Kongruenz­
lehre auf Grund des Eindeutigkeitsaxioms: Idealpunkte, 
Halbdrehungen, Idealgeraden u. s. w. übernommen werden.

3*
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Der Pascalsche Salz gilt dann in der folgenden Form: 
Wenn drei verschiedene Grosspunkte (A), (B), (C) auf 
einer Grossgeraden (?) und drei andere von einander ver­
schiedene Grosspunkte (•?), (B^, (C^) auf einer anderen 
Grossgeraden (gi) liegen, und wenn ferner die Schnitt­
punkte der drei Grossgeradenpaare (AZ^), (A?B) ; (AC¡), 
(J£); (7Ö?) eigentlich sind, so liegen diese Punkte
auf einer Grossgeraden.

Die ganze Figur lässt sich durch eine entsprechende 
Figur in der ursprünglichen Ebene fixieren, in der keine 
zwei Punkte Nachbarpunkte und keine zwei Geraden 
Nachbargeraden sind.

45. Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie sich die 
Beziehungen zwischen Nachbarfiguren, im besonderen Nach­
barpunkten und Nachbargeraden gestalten.

Als Erweiterung einer singulären Strecke a soll der 
gemeinsame Punktbereich aller Geraden, welche die Strecke 
enthalten, bezeichnet werden.

Zwei singuläre Strecken a, b sollen ordnungsgleich 
genannt werden, wenn ihre Erweiterungen E(a), E(E) 
kongruent sind.

Wenn E(a) grösser als E(b) ausfällt, d. h. wenn E(a) 
einen zu E(b) kongruenten echten Teil enthält, sagen wir, 
dass a ordnungsgrösser als b (b ordnungskleiner als a) ist.

Für zwei singuläre Winkel können ähnliche Definitionen 
aufgestellt werden, indem man die Erweiterung eines sin­
gulären Winkels (o, Z>), als das Büschel (das Büschelele­
ment) sämtlicher Geraden definiert, welche das Scheitel­
element des gegebenen Winkels enthalten.

46. Den Winkel zweier Geraden a, b mit dem Schnitt­
element E messen wir durch eine Strecke, welche als 
Ordinate des Winkels bezeichnet werde. Diese Strecke 
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ist das in einem Punkt P der einen Geraden a errichtete 
Lot PQ bis zum Schnitt Q mit der anderen; hierbei wird 
der Punkt P so gewählt, dass sein Abstand von einem 
Punkt A des Schnittelements E ordinär ist. Wir wollen 
diesen Abstand AP konstant wählen und ihn als Einheit 
(Eichmass) bezeichnen. Es ist zu beachten, dass die Wahl 
von A innerhalb E ohne Belang ist; wir wissen nämlich, 
dass eine singuläre Veränderung des Fusspunktes P inner­
halb des Grössenbereichs E keinen Einfluss auf die Grösse 
von PQ hat, da zwei verschiedene Strecken PQ, die vor­
kommen können, immer Gegenseiten eines Rechtecks sind 
(Erste Mitteilung S. 18). Die Ordinate eines bestimmten 
singulären Winkels ist also nach Wahl der Einheit wirklich 
eindeutig bestimmt.

Singuläre Winkel werden hiernach wesentlich durch ihr 
Scheitelelement (Schnittelement) und ihre Ordinate gekenn­
zeichnet.

47. Der einfachste Fall unserer Geometrie ist nun der­
jenige, wo alle singulären Strecken ordnungsgleich 
sind, wo also alle Schnittelemente kongruent sind. 
Mit diesem Falle wollen wir anfangen.

Die Ordinate eines singulären Winkels ist dann der 
Grösse nach im Scheitelelement des Winkels enthalten, und 
hieraus folgt, dass ein Rechteck mit zwei beliebig gegebenen 
singulären Dimensionen konstruiert werden kann. All­
gemeiner :

Die Geometrie im Nachbargebiet eines Punktes 
A, also die Geometrie innerhalb des Grosspunktes 
(A), ist die Euklidische Geometrie.

Jede Gerade, welche in das Gebiet (A) eindringt, hat eine 
Punktmenge mit dem Gebiet gemein. Diese Punktmenge 
soll als Gerade im Gebiet bezeichnet werden. Durch zwei
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Punkte A, B des Gebiets gehen unendlich viele Geraden 
der ursprünglichen Ebene; da aber alle Schnittelemente 
kongruent sind, haben alle diese Geraden dasselbe Ele­
ment gemein, d. h. innerhalb des Gebiets bestimmen zwei 
Punkte eine und nur eine Gerade. Da zudem Rechtecke 
(mit beliebigen Dimensionen) innerhalb des Gebiets exi­
stieren, ist die ganze Geometrie des Gebiets die Euklidische.

48. Ein Kreis mit ordinärem Halbmesser OA hat in 
A eine auf OA senkrechte Tangente t. Alle Nachbarpunkte 
des Punktes A auf der Tangente liegen auch auf dem Kreis. 
Es folgt dies unmittelbar aus dem Satz 39,1°. Also:

Ein Kreis mit ordinärem Halbmesser hat mit 
jeder Tangente ein Element gemein.

Zwei einander berührende Kreise mit ordinären Halb­
messern haben ebenfalls ein Element gemein.

Hingegen hat jeder Kreis mit singulärem Halbmesser 
nur einen Punkt mit der Tangente gemein, und dies gilt 
auch für zwei einander berührende Kreise, von welchen

A A

wenigstens einer singulären 
Halbmesser hat.

49. Es ergibt sich nun 
leicht folgendes:

Io. Ist AB eine ordinäre 
Strecke (Fig. 18) und BBY 
_L AB eine singuläre Strecke, 
so gilt AB = AB±.

2°. Ist AB eine ordinäre 
Strecke (Fig. 19), BBr eine

beliebige singuläre Strecke und BB2 deren Projektion auf
AB, so gilt

ABr — AB = BB2,

mit Vorzeichen in der Richtung AB gerechnet.
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3 . Ist AB eine ordinäre Strecke (Fig. 18) und BBr eine 
singuläre Strecke, welche »fast senkrecht« auf AB ist, d. h.
einen singulären Winkel mit der 
Normalen von AB in B bildet, 
so gilt ABx = AB (folgt aus Io).

4°. Sind AB eine ordinäre 
Strecke (Fig. 20), AAX und BBr 
zwei singuläre Strecken, welche 
senkrecht zu AB (oder fast senk­
recht zu AB) sind, so gilt AB = AxBx. Man hat nämlich
nach 3°: AB = ABx = AxBx.

Eine ordinäre Strecke ist also immer gleich 
ihrer Projektion auf eine N achb arger ade.

5°. Ist AB eine ordinäre Strecke (Fig. 21), AXBX eine 
beliebige Nachbarstrecke und A2B2 ihre Projektion auf AB, 
so gilt AjBx = A2B2 und

AiBx — AB = A2B2 — AB = BB2 — AA2.

Fällt man die Lote AA3 und BB3 auf A]Blf so hat man 
auch AB = A3B3. Die beiden Vierecke AA2AXA3 und 
BB2BxB3 sind Rechtecke.

50. Wir gehen nun daran, die Abstände zwischen Nach­
barpunkten zweier Nachbargeraden zu untersuchen.
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Zwei Nachbargeraden g, g1 (Fig. 22) mögen von dem 
gemeinsamen Punkt A ausgehen. Die Punkte B und C 
seien so auf g gewählt, dass die Strecken AB und AC ordinär 
sind. Wir errichten die Lote BBX und CCi auf g, welche 
gr in Br und schneiden.

Wir wollen die beiden Strecken BBX und CC1 vergleichen. 
Sie sind singulär und können deshalb durch Bewegung in

ein Nachbargebiet eines beliebigen Punktes übergeführt 
und sodann als Strecken einer Euklidischen Ebene ange­
sehen werden. Infolgedessen kann man von dem Verhält- 

. BB, .ms —~ reden.
C C i

Wir drehen nun das Dreieck ABBX um einen rechten 
Winkel; es gehe dabei in ADI)1 über. Die beiden Figuren 
ACD und ACiDj sind dann kongruent, und die Nachbar­
strecken CI) und CyD^ sind einander gleich. Projiziert man 
C1D1 auf CD in C2D2, so hat man also

CC2 = DD2,
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und hieraus folgt
CCj sin « = DD1 sin ß

und wegen DDX = BBX

BBi  sin a
CCi sin ß ’

Im ordinären Dreieck ACD können wir aber die ge­
wöhnliche Trigonometrie anwenden, also z. B. den Sinus- 
cq j 7

sin « _ s(AD)  s(AB) 
sin ß s{AC) s(AC)’

wo s(AB) und s(AC) als allgemeine Bezeichnungen für 
sinus der Grossseiten AB und AC stehen. (In der sphä­
rischen Geometrie ist dies der gewöhnliche sinus, in der 
hyperbolischen Ebene der hyperbolische sinus, und in der 
Euklidischen Ebene ist s(AB) — AB, s(AC) = AC zu 
setzen1^).

Es folgt dann
BBi _ s(AB)
cc1 ~ s(Acy

51. Liegen nun zwei beliebige Nachbargeraden g, g± 
vor, wo gemeinsame Punkte nicht vorausgesetzt werden,

Fig. 23.

1) Die diesbezüglichen notwendigen Einzelheiten sind von F. Schur 

in seinen Grundlagen der Geometrie entwickelt. In einer weiteren Arbeit 
beabsichtige ich in anderer Weise auf hierher gehörige Fragen näher 
einzugehen.
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so untersuchen wir die zwischen ihnen liegenden Ordinaten 
in folgender Weise. In drei beliebigen Punkten A, B, C 
von g (Fig. 23) mit ordinären Abständen errichten wir die 
Ordinaten AAX, BBX, CCrg und ziehen die Geraden 
AXC und ACX, welche BBV in den Punkten B2 un(l B3 
schneiden mögen.

Aus dem vorigen Satz folgt nun

also

BB2 = AAx s(BC) 
s(AC)’

BBS oder B2B. = CC¡ s(AC)

BBt = BB2 + B2B. = .4.4. • « + CC. • 

oder (indem wir mit Vorzeichen rechnen)

AAx • s(BC) + BBi • s(CA) + CCT • s(AB) = 0.

In dieser Formel können in den Abständen BC, CA, 
AB die Punkte A, B, C beliebig innerhalb ihrer Nachbar­
gebiete variieren. Die Ordinaten AAX, BBlt CCX bleiben da­
bei ungeändert.

52. Benachbarte Dreiecke. Von zwei benachbarten 
Dreiecken ABC und A1BlC1 lässt sich nun ganz allgemein 
aussagen, dass die Differenzen entsprechender Seiten und 
entsprechender Winkel dieselben Relationen erfüllen, wie 
die Differenziale der Seiten und Winkel des Grossdreiecks 
0)®©- Was die Seiten anbetrifft, geht dies aus den 
schon durchgeführten Erwägungen hervor, und für die 
Winkel brauchen wir nur auf die Figur (Fig. 24) hinzu­
weisen, wo z. B. der Winkel BXAXCX gleich dem Winkel 
(q, p) zwischen den von A auf AXCX und AXBX gefällten
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Loten p und q ist; es folgt dies daraus, dass im Nachbar­
gebiet (A) von A die Euklidische Geometrie gültig ist.

Benachbarte Figuren ABCD . . . und A1B1C1D1 . . .
lassen sich ebenso behan­
deln. Die zwischen ihnen 
bestehenden Relationen sind 
identisch mit den aus den 
Grundformeln der Gross­
figur (A) @ © © . . . und 
deren Ableitungen (Differen- 
zialformeln) hervorgehenden.

53. Das Hauptresultat lässt 
sich dann folgendermassen 
formulieren :

Inde r vor gelegten Ebe­
ne denken wir uns eine 

Fig. 24.

Menge 9k von Punkten
derart ausgewählt, dass keine zwei Punkte dieser 
Menge benachbart sind, und dass jeder Punkt der 
Ebene Nachbar punkt eines Punktes von 9k ist.

Die Menge 9k = (A, B, C, . . . .) heisst die Grund­
menge.

Irgend einer Figur der Ebene Ax, Blf Clf . . . 
entspricht dann eine bestimmte Figur A, B, C, . . . 
von 9k als Nachbar figur.

Die Relationen der Figur A1B1C1 . . . bezüglich 
ABC . . ., lassen sich alle aus den Grundrelationen 
der Grossfigur @ ® © ••• u n d d eren Able i- 
t ung en herstellen.

Die Auswahl der Grundmenge lässt sich in mannig­
facher Weise vornehmen. Für jede Wahl gelten aber die 
obengenannten Beziehungen.

54. Dieses Hauptresultat lässt sich auch in folgender 
Weise ausdrücken:
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Wird in der Grossfigur (d) (ß) (C) .... ein 
Koordinatensystem eingeführt, so kann jeder 
Punkt der Grundfigur ABC durch die Koor­
dinaten u, V des entsprechenden Punktes der 
Gross figur fixiert werden; und jeder Punkt einer 
beliebigen Figur d1B1C1 unserer Ebene lässt 
sich dann durch Koordinaten der Form u + £ux, 
V + £PX mit e2 = 0 fixieren.

Hiermit können wir den einfachsten Fall unserer Geo­
metrie, wo alle singulären Strecken ordnungsgleich sind, als 
erledigt betrachten.

VII. Der allgemeine Fall.

55. Wir gehen nun daran, einige Betrachtungen über 
den allgemeinen Fall, wo nicht-kongruente Schnittelemente 
existieren, anzustellen.

Jeder singulären Strecke a entspricht ein Element 
E(a), die Erweiterung von a mit der Eigenschaft, dass alle 
Geraden, welche a enthalten, auch E(a) enthalten. Wir 
wissen, dass E(a) alle Vielfachen von a enthalten muss, 
oder anders ausgedrückt, dass E(a) wenigstens den »Eu­
doxischen Bereich« von a enthält; ob E(a) umfassender als 
dieser Bereich sein kann, bleibe dahingestellt. Im folgenden 
setzen wir voraus, dass E(a) stets mit dem Eudoxischen 
Bereich von a identisch ist.

In ähnlicher Weise entspricht jedem singulären Winkel 
a ein Büschelelement E(ce), dessen Umfang durch den 
Eudoxischen Bereich des Winkels gegeben sein soll.

Ebenso wie jeder Punkt eines Schnittelements als 
Mittelpunkt des Elements betrachtet werden kann, kann 
auch jede Gerade eines Büschelelements als Spiegelungs­
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achse des Elements aufgefasst werden, und dasselbe gilt 
sodann auch für jede Normale einer Büschelgeraden in 
einem Punkt des Schnittelements.

56. Wir kehren nun zur Figur 5 in 17 zurück: Die 
beiden Nachbargeraden a, b haben den gemeinsamen 
Punkt A; ihre Lote in A sind n und nx. Die Strecke AQ ist

ordinär; die Normale c auf b in Q schneidet a in P. Die 
Normale von a in P ist ax.

Es sei nun c' eine beliebige von c verschiedene Verbin­
dungsgerade von P, Q und cx die ihr in der Weise zuge­
ordnete Gerade durch P, dass c'c = ac1, also c' = acrc 
ist. Ist nun m die Normale von c' in P, so wird

in = Pc' — PaCjC — c^qc.

Hieraus folgt aber, dass die Bewegung abclf also auch 
nn1c1, involutorisch ist. Da nun cx (wegen c'c = ac^ Nach­
bargerade von a ist, schneidet sie die Normale n von a 
eindeutig in einem Punkt C ; durch diesen Punkt muss 
dann aber auch n1 hindurchgehen. Es stellt sich also her­
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aus, (lass das Geradenbüschel (c'), welches die singuläre 
Strecke PQ enthält, demjenigen Strahlenbüschel 7}(C) kon­
gruent ist, welches das gemeinsame Element der Geraden 
n, vom Punkt P aus projiziert. Dieses Element ist aber 
dem gemeinsamen Element der Geraden a, b kongruent.

Wir ziehen nun das ganze durch die beiden Geraden 
a, b bestimmte Büschel (a, IQ in Betracht. Sein Schnitt­
element sei mit S(a,fr) bezeichnet. Ferner betrachten wir 
den Punktbereich 27 (P, Q), welcher als Durchschnitt des 
Büschels (o, b) mit c entsteht; wir bezeichnen ihn als 
Ordinatenbereich des Büschels, indem wir die Strecke AQ 
gleich der festen Einheit für Ordinatenmessungen gewählt 
denken. Ist nun 27 (P, Q) < S(ci, b), also die Voraussetzung 
in 17, dass die Strecke PQ kleiner als S(a, fr) ist, erfüllt, 
so hat man AP = AQ, und es geht dann aus der oben- 
stehenden Untersuchung hervor, dass die beiden Elemente 
S(a, fr) und 27(P, Q) in der Weise reziprok verbunden 
sind, dass nicht nur, wie gegeben, S(«, fr) Schnittelement 
eines Büschels mit dem Ordinatenelement 27(P, Q) ist, 
sondern auch umgekehrt 27(7), Q) Schnittelement eines 
Büschels ist, dessen Ordinatenelement mit S(a, b) kon­
gruent ist.

In dieser Weise treten die Schnittelemente verschiedener 
Ordnung paarweise als reziproke Elemente auf. Bei 
dem Beweis wurde allerdings die Voraussetzung gemacht, 
dass die Strecke PQ kleiner als S(a, b~) ist. Es ist aber 
leicht einzusehen, dass unser Besid lat auch in dem Falle, 
wo diese Bedingung nicht erfüllt ist, gültig bleibt. Ist nämlich 
PQ > S(a, fr), so lässt sich allerdings nicht mehr schliessen, 
dass AP — AQ ist; ist aber AP > AQ, so hat man jeden­
falls die Streckenungleichung

AP — AQ < PQ, 
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und hieraus folgt, dass Ordinatenmessungen im Büschel 
mit dem Schnittelement 27 (P, Q) unabhängig davon sind, 
ob man AQ oder AP als Einheit benützt.

Das grösste Schnittelement erhält man, wenn man auf 
einer Geraden alle Nachbarpunkte eines Punktes zusam­
menfasst. Das hierzu reziproke ist dann das kleinst mög­
liche Schnittelement.

Aus 39,1° geht hervor, dass jeder Kreis mit ordinärem 
Halbmesser mit seiner Tangente wenigstens ein kleinstes 
Schnittelement gemein hat.

57. Aus den Schnittelementen leiten wir nun »ebene 
Elemente« in folgender Weise ab. Auf einer Geraden sei 
ein Schnittelement 27 gegeben. Ein beliebiger Punkt 0 von 
27 kann als Mittelpunkt von E betrachtet werden. Wir 
drehen nun 27 in der Ebene um 0. Der hierbei beschriebene 
Bereich der Ebene soll als ebenes Element von der­
selben Ordnung wie 27 bezeichnet werden. Es lässt sich 
sofort einsehen, dass dieser Bereich konvex ist, und dass 
jede Gerade, welche irgend einen Punkt des Bereichs ent­
hält, aus dem ganzen Bereich ein Schnittelement heraus­
schneidet, welches dem erzeugenden Schnittelement 27 
kongruent ist.

Ist 27 Schnittelement zweier Geraden a, b, so ist der 
von ihm erzeugte ebene Bereich mit der Fixpunktmenge 
der Bewegung ab identisch.

Reziproken Schnittelementen entsprechen reziproke 
ebene Elemente.

Das grösste ebene Element ist der Bereich aller Nach­
barpunkte eines Punktes, also genau das, was wir früher 
als Grosspunkt bezeichnet haben. Das kleinste ebene Ele­
ment ist das hierzu reziproke Element. Das nächstgrösste 
und das nächstkleinste Element sind reziprok, u. s. w.
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Ebene lilemente verschiedener Ordnung sollen auch als 
Grosspunkte verschiedener Ordnung bezeichnet werden.

58. In der inneren Geometrie eines jeden Ele­
ments sind alle ursprünglich aufgestellten A x i ome 
gültig, wenn wir nur unter »Gerade« den Durch­
schnitt unseres Elements mit einer ursprüng­
lichen Ci er a den verstehen.

In der Geometrie des kleinsten Elements 
gilt das Eindeutigkeitsaxiom; da ferner Recht­
ecke existieren, ist diese Geometrie die Eukli­
dische.

In der Geometrie des grössten Elements (des Elements 
erster Ordnung), gilt das Eindeutigkeitsaxiom im allge­
meinen nicht. Man kann aber hier wie in der ursprüng­
lichen Geometrie »Grosspunkte« einführen, welche dann 
als »Grosspunkte (Elemente) zweiter Ordnung« zu be­
zeichnen sind, und welche natürlich mit den ebenen Ele­
menten zweiter Ordnung der ursprünglichen Geometrie 
identisch sind. Man kommt so zu Untergeometrien erster, 
zweiter, dritter, . . ., n’tcr Ordnung. Man darf aber nicht 
erwarten, dass diese Reihe von Untergeometrien endlich 
sein muss. Es lassen sich auf vielfache Weise Reispiele 
aufstellen, wo die Geometrie eine unendliche Menge von 
solchen Elementen umfasst.

59. Als einfaches Beispiel einer Geometrie mit einer 
endlichen Anzahl von Elementen nennen wir eine Koor­
dinatengeometrie, in der die Koordinaten Polynome der 
Form

a = «o + «U + o2/2 +....+ ant

sind, wo die Koeffizienten o0, «1; a2, . . ., an reelle Zahlen 
bedeuten und t eine Unbestimmte ist, die der Relation 
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tn + — 0 genügt, und mit der man im übrigen in gewöhn­
licher Weise rechnet.

Das Vorzeichen von a soll als das Vorzeichen des ersten 
von Null verschiedenen Koeffizienten definiert werden; 
dass a > b ist, soll bedeuten, dass a — b positiv ist; die 
gewöhnlichen Rechnungen mit Ungleichungen werden dann 
nur in der Weise modifiziert, dass aus a > 0, b > 0, nur 
ab>0 folgt. Nullteiler sind alle diejenigen Polynome a, 
deren Grundkoeffizient a0 gleich Null ist; ist

a = artr + ar + 1tr + 1 + ... + antn, mit ar # 0,

so soll a Nullteiler von r’ter Ordnung heissen.
Wir beschränken uns auf die »Euklidische« Ebene, wo 

die Geraden in gewöhnlicher analytischer Darstellung 
durch lineare Gleichungen in den laufenden Koordinaten 
x, y und die Bewegungen durch orthogonale Substitutionen 
gegeben sind.

Zwei einander schneidende Nachbargeraden können 
dann immer durch Gleichungen

y = 0, y = ax,

wo a ein Nullteiler ist, dargestellt werden. Ihr Winkel ist 
durch die Ordinate y — a (indem x = 1 gesetzt wird) 
bestimmt. Ihr Schnittelement ist durch alle solche x ge­
geben, für welche ax = 0 ist. Es gehl hieraus hervor, dass 
reziproke Elemente auf der x-Achse durch die 
Nullteiler der Ordnungen r und n-f-1 —r be­
stimmt werden, d. h. einerseits alle Punkte, deren Ab­
szissen Nullteiler von der Ordnung r, und andererseits 
alle Punkte, deren Abszissen Nullteiler von der Ordnung 
n + 1 — r sind, bilden zwei reziproke Elemente. Die rezi-

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX,12. 4
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proken Elemente in der Ebene sind hiermit auch charak­
terisiert.

Die hier vorgelegte Geometrie, auf deren Einzelheiten 
wir bei dieser Gelegenheit nicht näher eingehen, ist, wie 
sofort ersichtlich, mit der sogenannten Geometrie der 
Kurvenelemente n’ter Ordnung gleichbedeutend.

Durch Einführung von Polynomen mit zwei oder 
mehreren Unbestimmten (oder von anderen algebra­
ischen Ringen mit Nullteilern) können in ähnlicher Weise 
andere Beispiele von Geometrien mit endlichvielen Ele­
menten aufgestellt werden.

60. Bei den vorstehenden Entwickelungen haben wir 
die Voraussetzung gemacht, dass in unserer Ebene Punkte­
paare mit eindeutig bestimmter Verbindungsgerade exi­
stieren. Zum Schluss wollen wir aber auch mit wenigen 
Worten den Fall besprechen, wo cs kein Punktepaar 
mit eindeutiger Verbindungsgerade gibt. Man kann 
dann in folgender Weise Vorgehen. Wir wählen eine Strecke 
AB als Grundstrecke und betrachten zunächst einen 
ebenen Bereich E(AB\ den En do xi sehen Bereich der 
Grundstrecke, welcher aus allen denjenigen Punkten 
besteht, die durch wiederholte Abtragung der Grund­
strecke vom Punkte A aus erreicht werden können. Für 
diesen Bereich gilt dann, dass die Punkte A, B eine ein­
deutige Verbindungsgerade haben, und die Geometrie des 
Bereichs lässt sich dann mit den vorstehend entwickelten 
Hilfsmitteln behandeln.

Indleveret til Selskabet den 19. Februar 1942.
Færdig fra Trykkeriet den 27. Maj 1942.


